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„... as Sir Cyril Hinshelwood has observed ... fluid dynamicists
were divided into hydraulic engineers who observed things that
could not be explained and mathematicians who explained
things that could not be observed.“ Nature (1956)
Sir Michael James Lighthill (1924–1998)
1 Einleitung
In der Metall- und Halbleiterindustrie ist das Verständnis der Schmelzen für die Prozessabläufe
von entscheidender Bedeutung. Neben den werkstofflichen Aspekten ist die Kontrolle und gezielte
Beeinflussung der Strömungen essentiell, um qualitativ hochwertige Endprodukte zu erzeugen. So
sind bei der Züchtung von Einkristallen für die Halbleiterindustrie homogen durchmischte und ver-
unreinigungsfreie Schmelzen eine Voraussetzung für hohe Ausbeuteraten. Die in-situ-Bestimmung
oder Veränderung der Strömungscharakteristiken stellt jedoch in Flüssigmetallen und Halbleiter-
schmelzen eine besondere Herausforderung dar, da diese Fluide nicht durchsichtig und für ge-
wöhnlich sehr heiß sowie chemisch aggressiv sind. Folglich ist es mit herkömmlichen Methoden
nicht möglich „hineinzufassen“ oder „hineinzuschauen“. Die extremen Bedingungen verbieten es
im Allgemeinen, Sensoren oder mechanische Rührer direkt in die Schmelze einzubringen. Benötigt
werden daher berührungsfreie oder zumindest nicht invasive Technologien.
Da die zu kontrollierenden Schmelzen elektrisch leitfähig sind, bieten sich dafür elektromagne-
tische Methoden an. Hierbei wird ausgenutzt, dass elektrisch leitfähige, aber nicht magnetisierbare
Fluide mit magnetischen Feldern in Wechselwirkung treten, sobald eine Relativgeschwindigkeit
zwischen Magnetfeld und Fluid existiert. Das Forschungsgebiet, dass sich mit diesen induktiven
Wechselwirkungen beschäftigt, heißt Magnetohydrodynamik (kurz: MHD) und bildet die Schnitt-
stelle zwischen der Elektrodynamik und der Hydrodynamik. Historisch hat die MHD ihren Ur-
sprung in der Erforschung von geophysikalischen und stellaren Magnetfeldern. Zur Abgrenzung
spricht man daher bei der Anwendung der MHD auf Flüssigmetalle und Halbleiterschmelzen auch
von der Flüssigmetall- bzw. metallurgischen MHD. Mithilfe der induktiven Effekte können sowohl
Strömungsgeschwindigkeiten detektiert als auch die Strömung selbst aktiv beeinflusst werden. So
ermöglichen diese Techniken beim kontinuierlichen Stranggußverfahren sowohl die Messung von
Durchflussgeschwindigkeiten als auch eine Durchmischung der Restschmelze durch die bereits er-
starrte Strangschale in kritischen Bereichen wie der Kokille.
Aufgrund der zunehmenden industriellen Bedeutung der Flüssigmetall-MHD haben sich in
den letzten Jahren eine Vielzahl von Forschungsgruppen etabliert. In diesem Zusammenhang ist
an der Technischen Universität Dresden und Partnereinrichtungen der Sonderforschungsbereich
(SFB) 609 „Elektromagnetische Strömungsbeeinflussung in Metallurgie, Kristallzüchtung und
Elektrochemie“ entstanden, in dem grundlegende Aspekte genauso wie deren Umsetzung in an-
wendungsorientierten Untersuchungen im Mittelpunkt stehen. Bei den zu untersuchenden Schmel-
zen ist einerseits der Parameterraum sehr umfangreich. Andererseits ist aufgrund der Undurchsich-
tigkeit der Schmelzen die Bandbreite an verfügbaren Messtechniken stark eingeschränkt, so dass
ein umfassendes Abbild der Strömungen nur durch eine bewusste Kopplung von Experiment und
Numerik möglich ist.
Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen eines Teilprojekts innerhalb des SFB 609, das sich
mit der numerischen Modellierung grundlegender, turbulenter MHD-Strömungsvorgänge beschäf-
tigt. Im Verlauf dieser Arbeit werden zwei Magnetfeldtypen und deren Wirkung auf Flüssigme-
tallströmungen näher beleuchtet, die für Rühr- und Mischvorgänge von besonderem Interesse sind:
das rotierende Magnetfeld (kurz: RMF) und das wandernde Magnetfeld (TMF, aus der englischen
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Übersetzung abgeleitet: travelling magnetic field). Beide Felder gehören zur Gruppe der zeitlich
veränderlichen Magnetfelder, die mithilfe von Wechselstrom (englisch: alternating current, kurz:
AC) erzeugt werden. Obwohl routinemäßig in industriellen Prozessen verwendet, ist die Physik der
von RMF und TMF induzierten Strömungen noch nicht vollständig verstanden. Vor allem in tran-
sitionellen und turbulenten Regimen bestehen bis heute Unsicherheiten bei der Vorhersage wesent-
licher Strömungsparameter. Mit Gleichstrom (englisch: direct current, kurz: DC) erzeugte Magnet-
felder kommen hingegen bevorzugt beim Dämpfen von Strömungen zum Einsatz, um beispiels-
weise temperaturbedingte Auftriebsströmungen zu unterdrücken. Da in dieser Arbeit strömungs-
antreibende Magnetfelder im Vordergrund stehen, werden DC-Felder bzw. deren Kombination mit
alternierenden Feldern in den weiteren Ausführungen nicht näher betrachtet. Die hier vorgestellten
numerischen Simulationen beschränken sich weiterhin auf eine Zylinderkonfiguration, da diese für
industrielle Prozesse von großer Bedeutung ist. Weitere Details zur Einordnung dieser Arbeit fol-
gen in Abschnitt 1.2. Zuvor bietet der folgende Abschnitt 1.1 einen historischen Abriss und stellt
den aktuellen Stand der Forschung im Hinblick auf die zu untersuchende Zylinderkonfiguration
dar.
1.1 Stand der Forschung
Das Interesse an elektromagnetischem Rühren (englisch: electromagnetic stirring, kurz EMS) ent-
stand in der metallverarbeitenden Industrie bereits in den 50er Jahren. Durch die weltweite Etab-
lierung der Halbleiterindustrie erfuhr dieses Forschungsgebiet in den letzten Jahrzehnten neuen
Aufschwung. Anfangs wurden Fortschritte durch in-situ-Versuche an den Produktionsanlagen er-
zielt. In einem ersten Übersichtsartikel bemerkten Tsavaras & Brody (1984) daher „A half-blind
application of EMS to continuous casting may result in additional problems“ und forderten eine
systematische Untersuchung der Strömungs- und Erstarrungsvorgänge. Das rotierende Magnetfeld
war anfangs das bevorzugte Feld, da es sich relativ einfach in vorhandene Installationen integrie-
ren ließ und auch aus ökonomischer Sicht effizienter als andere Magnetfelder war. So benötigt
es beispielsweise im Vergleich zu TMF weniger Energie (Gelfgat & Priede, 1995). Um ein RMF
zu erzeugen, werden im einfachsten Fall zwei wechselseitig oszillierende Spulenpaare rechtwink-
lig zueinander um den Zylinder angebracht und mit einer Phasenverschiebung von 90ı betrieben.
Das resultierende Magnetfeld ist senkrecht zur Zylinderachse ausgerichtet und rotiert um diese mit
einer gleichmäßigen Winkelgeschwindigkeit. Dadurch induziert das RMF primär eine Drallströ-
mung, die das Fluid mit sich reißt.
Erste theoretische Arbeiten zum Einfluss des rotierenden Magnetfelds auf die Strömung in einem
unendlich langen Zylinder (motiviert durch die Konfigurationen beim kontinuierlichen Strangguss-
gießen) lieferten u. a. Moffatt (1965), Dahlberg (1972) und Richardson (1974). Moffatt (1965) de-
monstrierte, dass sich das Fluid in einer RMF-getriebenen Strömung mit hohen Feldfrequenzen im
Inneren des Zylinders ähnlich wie ein Festkörper verhält. Er vermutete, dass zwischen dem rotie-
renden Kern und der Seitenwand des Zylinders, ähnlich wie bei der Taylor-Couette-Strömung, Tay-
lorwirbel entstehen können, wenn die Rotationsgeschwindigkeit des Kerns einen kritischen Wert
überschreitet. Darauf aufbauend erweiterte Dahlberg (1972) das Modell für beliebige Frequenzen
und zeigte, dass aufgrund des Abschirmeffekts bei konstanter Feldstärke die Rotationsgeschwin-
digkeit des Kerns bei sehr großen Frequenzen sinkt. Richardson (1974) präsentierte kurze Zeit
später für diese Konfiguration eine Stabilitätsanalyse und legte so den Grundstein für die Stabili-
tätsuntersuchungen in den letzten zwei Jahrzehnten.
Motiviert durch verschiedene industrielle Prozesse, gab es in den folgenden Jahren eine Viel-
zahl von sowohl theoretischen, numerischen als auch experimentellen Studien zu unterschiedli-
chen endlichen Geometrien, wie Halbkugeln, parabelförmigen Behältern und endlichen Zylindern
(vgl. dazu Davidson (1992) oder Gelfgat & Priede (1995)). Diese realitätsnahen Konfigurationen
erlaubten es, die Einflüsse der Randzonen auf die globale Strömung als auch die Strömungsbedin-
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gungen innerhalb dieser Bereiche näher zu charakterisieren. Für den geschlossenen Zylinder sind
die Arbeiten von zwei Gruppen von besonderer Bedeutung: So leiteten Gorbachev et al. (1974) für
einen geschlossenen, nicht elektrisch leitfähigen Zylinder eine analytische Lösung der zeitlich ge-
mittelten Lorentzkraft her. Davidson widmete sich, teilweise in Zusammenarbeit mit Hunt, sowohl
theoretisch als auch experimentell rotationssymmetrischen Konfigurationen, die eine relativ kleine
Höhe besitzen, und untersuchte die darin auftretenden Gesetzmäßigkeiten (Davidson & Hunt, 1987;
Davidson, 1992). Durch die primäre Strömung in Umfangsrichtung bilden sich an den geneigten
Seiten der Gefäße, d. h. beim endlichen Zylinder am Boden und am Deckel, Bödewadtschichten
aus. Aufgrund des damit verbundenen Ungleichgewichts zwischen Zentrifugal- und Druckkräften
entsteht im geschlossenen Zylinder, neben der primären Drallströmung, eine meridionale Sekun-
därströmung in Form zweier entgegengesetzt rotierender Tori. Dadurch wird das Fluid aus dem
Zentrum entlang der Zylinderwand nach oben und unten transportiert und nach dem Passieren der
Bödewadtschichten wieder ins Innere geleitet. Ausgehend von diesen grundlegenden Eigenschaf-
ten wurden in Davidson (1992) und Priede & Gelfgat (1996) sowohl für die laminare als auch
die turbulente Strömung Skalierungsgesetze für die Haupt- und die Sekundärströmung abgeleitet.
Vergleiche mit den Experimentaldaten von Robinson & Larsson (1973) lieferten eine gute Über-
einstimmung.
Die meisten Autoren betrachteten eine idealisierte Konfiguration, bei der das Magnetfeld das
Fluid vollständig durchdringt, ohne dabei vom induzierten, elektrischen Strom beeinflusst zu wer-
den (vgl. auch Abschnitt 2.1). Unter diesen Bedingungen existieren nur zwei unabhängige, dimen-
sionslose Parameter: das Höhen- / Durchmesserverhältnis H=D und, in Analogie zur Taylorzahl,
die magnetische Taylorzahl. Dieser Parameter setzt sich aus der Hartmann- und der auf die Ro-
tationsgeschwindigkeit des Magnetfelds bezogenen Reynoldszahl zusammen und beschreibt die
Intensität der Lorentzkraft. Eine Übersicht, die den Stand der Forschung Mitte der 90er Jahre zu-
sammenfasst, findet sich bei Gelfgat & Priede (1995).
Aufgrund der Bedeutung für die Kristallzüchtung stand in der Folgezeit die Stabilität der la-
minaren Strömung und die Charakterisierung des Umschlagpunkts vom laminaren ins turbulente
Regime für endliche Zylindergeometrien im Mittelpunkt. Gelfgat & Gorbunov (1994) eröffneten
die Studienreihe und fanden heraus, dass die endliche Länge ein stabilisierender Faktor ist. In
dieser und in den folgenden Studien (Kaiser & Benz, 1998; Marty et al., 1999) konnte für ver-
schiedene Höhen- / Durchmesserverhältnisse zwischen 0;5 und 2 gezeigt werden, dass die Strö-
mung im kritischen Bereich von einer starken meridionalen Strömung und einer näherungsweisen
Festkörperrotation in Umfangsrichtung geprägt ist. Instabilitäten vom Taylor-Görtler-Typ treten in
endlichen Konfigurationen erst bei einer wesentlich höheren magnetischen Taylorzahl auf als im
Fall des unendlichen Zylinders. Die ermittelten kritischen Taylorzahlen variierten in den verschie-
denen Studien jedoch für die unterschiedlichen Zylinderabmaße erheblich. Dies motivierte Grants
& Gerbeth (2001, 2002) zu ihren linearen Stabilitätsanalysen. Die für achsensymmetrische und
dreidimensionale Strömungen durchgeführten Analysen offenbarten, dass trotz der axialen Sym-
metrie der Grundströmung die primären instabilen Moden dreidimensional sind (wie bereits von
Richardson (1974) vermutet) und folglich die kritische 3D-Taylorzahl unter dem 2D-Wert liegt.
Dabei ist die Wellenzahl des ersten instabilen Modes abhängig vom Verhältnis H=D. Allerdings
erwies sich in experimentellen Studien (Grants & Gerbeth, 2003) die Strömung bereits weit unter-
halb der linearen Stabilitätsgrenze sehr sensitiv gegenüber endlichen Störungen und war durch ein
intermittierendes Verhalten gekennzeichnet (d. h. laminare und turbulente Phasen wechselten sich
ständig ab), so dass eine exakte Vorhersage des Umschlagpunkts in der Praxis problematisch blieb.
Walker & Martin Witkowski (2004) ergänzten die Studie von Grants & Gerbeth (2002), indem sie
den Zylinder entweder mit dem Magnetfeld oder entgegengesetzt rotieren ließen.
Tomasino & Marty (2004) präsentierten in ihrer Studie dreidimensionale Simulationen für leicht
überkritische Taylorzahlen. Obwohl sich dreidimensionale Instabilitäten ausbildeten, kamen die
Autoren zum Schluss, dass die axiale Symmetrie auch weit über die lineare 3D-Stabilitätsgrenze
gemäß Grants & Gerbeth (2002) erhalten bleibt und untersuchten nicht die damit einhergehenden,
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turbulenten Strukturen. Somit lieferte diese Studie keine Anhaltspunkte für Taylor-Görtler-Wirbel,
die bereits in vorherigen axialsymmetrischen Studien (z. B. Kaiser & Benz (1998) oder Marty et al.
(1999)) beschrieben und auch bei Temperaturmessungen in RMF-getriebenen Schmelzen (Dold &
Benz, 1999; Friedrich et al., 1999; Volz & Mazuruk, 2001) identifiziert wurden. Eine erste verglei-
chende Studie zwischen experimentellen Daten und voll aufgelösten, dreidimensionalen Simula-
tionen im schwach turbulenten Bereich lieferten Stiller et al. (2006). Diese Studie untersuchte, wie
sich die Turbulenz in einem geschlossenen Zylinder bis zu einer 7;5-fach überkritischen Taylorzahl
entwickelt. Auch wenn die Strömung in diesem Bereich dreidimensional ist, herrscht weiterhin der
RMF-induzierte Drall vor. Die Fluktuationen bestehen größtenteils aus entgegengesetzt rotierenden
Taylor-Görtler-Wirbelpaaren, die der Turbulenz besonders in der Nähe des Zylindermantels einen
zweidimensionalen Charakter aufprägen. Des Weiteren wurde gezeigt, dass für diese Strömungen
die Taylor’sche Hypothese der eingefrorenen Turbulenz anwendbar ist und somit die entsprechend
transformierten Wellenzahlspektren mit den berechneten und gemessenen Frequenzspektren über-
einstimmen. Diese Erkenntnisse zum näherungsweise zweidimensionalen Charakter der Strömung
dienten u. a. Nikrityuk et al. (2006b, 2009) als Grundlage, um achsensymmetrische, zweidimensio-
nale Simulationen zu Misch- und Erstarrungsprozessen unter RMF-Einfluss durchführen zu kön-
nen. Aufbauend auf den Daten aus Stiller et al. (2006) untersuchten Franˇa et al. (2006), inwieweit
klassische Turbulenzmodelle angewendet werden können, um dadurch den Rechenaufwand für
Simulationen in dieser Problemklasse zu reduzieren. Im Vergleich zu den voll aufgelösten Simu-
lationen aus Stiller et al. (2006) zeigte sich, dass das K-"-Modell (Launder & Spalding, 1974)
unbefriedigende Ergebnisse lieferte. Die Anwendung des SST-Modells (Menter, 1994) erzielte ei-
ne akzeptable Übereinstimmung. Die Autoren gaben zu bedenken, dass dieser Vergleich nicht ohne
weiterführende Studien auf höher turbulente Bereiche übertragbar ist.
Die experimentellen Arbeiten von Roplekar & Dantzig (2001) und Willers et al. (2005) zu Er-
starrungsvorgängen zeigten, dass RMF-getriebenes Rühren die Transition vom säulenförmigen
zum gleichachsigen Wachstum in Erstarrungsprozessen begünstigte und somit zu feinerer, na-
hezu isotroper Materialstruktur führte, jedoch auch gegenteilige Effekte wie z. B. eine erhöhte
Makrosegregation auftraten. Achsensymmetrische Simulationen von Nikrityuk et al. (2006b) offen-
barten, dass aufgrund der Topologie der Sekundärströmung und der vorhandenen Taylor-Görtler-
Wirbel das RMF die Schmelzen nicht sehr effizient homogenisierte und die Makrosegregation för-
derte. Als Alternative bot sich daher das wandernde Magnetfeld an, bei dem mehrere Ringspulen
übereinander angeordnet werden. Das TMF „zieht“ das Fluid in Richtung seines Wellenzahlvek-
tors und generiert so eine meridionale Zirkulation in Form eines einzelnen Torus, bei dem das Fluid
nahe der Zylinderwand in Richtung des Magnetfelds und in der Mitte, wo das Magnetfeld schwä-
cher ist, entgegengesetzt strömt (Gelfgat et al., 1999). Damit eignet sich die erzeugte Strömung
besonders zur Kontrolle der Form der Phasengrenze in Erstarrungsvorgängen und stieß bzw. stößt
infolgedessen auf großes Interesse bei der Kristallzüchtung (siehe beispielsweise Rudolph (2008)
oder Lantzsch (2009)).
Im Vergleich zum RMF begannen Studien zum wandernden Magnetfeld und deren Eignung für
Kristallzüchtungsprozesse relativ spät. Eine der ersten Veröffentlichungen zu diesem Thema stellt
die Arbeit von Ono & Trapaga (1997) dar, die den Einfluss des TMF auf die Temperatur- und
Sauerstoffverteilung in einer Czochralski-Konfiguration untersuchten. Ramachandran et al. (2000)
führten numerische Simulationen und Heißfilm-Messungen durch, um die unterkritische Strömung
näher zu charakterisieren, und lieferten eine erste Schätzung des kritischen Kraftparameters, bis
zu dem die Strömung laminar bleibt. In späteren axialsymmetrischen, numerischen Arbeiten von
Mazuruk (2002) und Yesilyurt et al. (2004) stand im Mittelpunkt, inwieweit das TMF gravitations-
bedingte Auftriebsströmungen beeinflusst. Es zeigte sich, dass vor allem in kurzen Zylindern die
natürliche Konvektion erfolgreich unterdrückbar ist. Grants & Gerbeth (2004) führten, analog zum
RMF, eine lineare Stabilitätsanalyse durch und zeigten auch hier, dass der kritische Umschlagpunkt
unter idealen Bedingungen, wie sie für die Analyse vorausgesetzt wurden, um ein Vielfaches hö-
her ist, als es in entsprechenden Experimenten beobachtet werden konnte (Ramachandran et al.,
2000). Eine Grundvoraussetzung für die Stabilitätsanalyse bestand darin, dass das TMF langwellig
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war, das heißt, dass die Abmaße des Zylinders wesentlich kleiner als die Wellenlänge des Mag-
netfelds waren (vgl. auch Abschnitt 2.1). Des Weiteren wurde in dieser Studie von einer hinrei-
chend kleinen Magnetfeldfrequenz ausgegangen, so dass Abschirmeffekte vernachlässigt werden
konnten. In Gelfgat (2005) wurde das Kraftmodell weiterentwickelt, um auch diese Effekte be-
rücksichtigen zu können. Es zeigte sich in Galindo et al. (2007), dass dieses erweiterte, analytische
Modell nur bedingt bei höheren Abschirmparametern geeignet ist und in diesen Fällen die numeri-
sche Berechnung der Lorentzkraft zu bevorzugen ist. In der folgenden Veröffentlichung (Lantzsch
et al., 2007) gelang auf dieser Basis eine gute Übereinstimmung zwischen Simulation und Mes-
sung bzgl. des Einsetzens der Transition. Beim Vergleich der Maximalgeschwindigkeiten entlang
der Zylinderachse zeigte sich, dass im laminaren Bereich die berechneten und gemessenen Werte
sehr gut zueinander passen. Nach dem Umschlagpunkt unterschätzten die numerischen Simula-
tionen hingegen die gemessenen Geschwindigkeiten. Diese Diskrepanz ist höchstwahrscheinlich
darauf zurückzuführen, dass TMF-getriebene Strömungen im überkritischen Bereich hochgradig
instabil sind und somit die Untersuchungen erschweren. Bereits bei den Messungen von Rama-
chandran et al. (2000) und in späteren Untersuchungen mittels Ultraschall (Cramer et al., 2004)
zeigte sich, dass die Geschwindigkeitsfluktuationen im schwach-turbulenten Bereich von dersel-
ben Größenordnung sind wie die Mittelwerte. Im Vergleich dazu liegen bei Anwendung des RMF
die Schwankungsamplituden bei ca 15 % (Stiller et al., 2006). Folglich spiegeln zweidimensiona-
le Simulationen die Vorgänge bei Verwendung des TMF nur unzureichend wider. Weiterhin liegt
die Vermutung nahe, dass die TMF-Strömung auch sehr sensitiv auf Abweichungen vom Idealfall
reagiert und somit die experimentellen Untersuchungen beeinflussen kann.
Der Umstand, dass die Hauptströmung für das RMF azimutal verläuft und für das TMF meridio-
nal, warf in den letzten Jahren die Frage auf, inwieweit sich die Eigenschaften beider Magnetfelder
durch eine geeignete Kombination verbinden lassen. Daher bauten verschiedene Forschungsein-
richtungen Versuchsanlagen auf, die speziell für die Untersuchung der Strömungsvorgänge bei
Kombination beider Felder konzipiert waren (siehe z. B. Denisov et al. (2003) und Taniguchi
et al. (2003)). Um im Rahmen des SFB 609 experimentelle Studien zu kombinierten Magnetfel-
dern (RMF und TMF, aber auch in Kombination mit DC-Feldern) durchführen zu können, wurde
2003 im Helmholtz-Zentrum Dresden-Rossendorf (kurz: HZDR) die Versuchsanlage MULTIMAG
(MULTI purpose MAGnetic fields) installiert. Eine detaillierte Beschreibung des Aufbaus ist in Pal
et al. (2009) zu finden. Diese Anlage eröffnete neben der beliebigen Kombination der Magnetfelder
die Möglichkeit, größere Flüssigkeitsvolumina einzusetzen, was zusammen mit den stärkeren Ma-
gnetfeldern einen größeren Parameterbereich für die Untersuchungen bereitstellte. Experimentelle
Untersuchungen zur Kombination von RMF und TMF wurden von Cramer et al. (2007) veröffent-
licht. Anhand mittlerer Strömungsprofile wurde, neben den turbulenten Strömungen, die sich bei
Verwendung der beiden Einzelfelder einstellen, in dieser Studie untersucht, wie sich eine Kom-
bination in Abhängigkeit von der Wahl der Magnetfeldfrequenzen auswirkt. Für hinreichend ver-
schiedene Frequenzen dominierte das RMF bei vergleichbaren Kraftparametern die Strömung. Im
Gegensatz dazu führte eine Überlagerung mit gleichen Frequenzen aufgrund der Interaktion zu ei-
ner komplexen, dreidimensionalen Strömung. In einer nachfolgenden Studie durch Grants et al.
(2008) lag das Interesse auf dem Verwirbelungseffekt, der auftritt, wenn bei hinreichend verschie-
denen Feldfrequenzen die Krafteinwirkung des TMF um ein Vielfaches höher ist als vom RMF.
Insgesamt weist das Wissen über die Geschwindigkeitsverteilung und vor allem über die Turbulen-
zeigenschaften bei Kombination von RMF und TMF noch große Lücken auf. Bisherige numerische
Studien mit kombinierten Magnetfeldern durch Gelfgat et al. (1999) und Abricka et al. (2002) be-
schränkten sich auf den laminaren, axialsymmetrischen Bereich.
Neben der Kombination von verschiedenen Magnetfeldern bietet die Verwendung pulsierender
Felder ein hohes Potenzial, um Strömungen gezielt zu beeinflussen. So kann beispielsweise mittels
eines gepulsten RMF, bei dem sich die Drehrichtung stetig ändert, eine feingliedrigere Strömung
erzeugt werden, so dass Dendriten beim Wachstum in kleinere Fragmente zerbrechen (Tsavaras
& Brody, 1984). Später beschäftigten sich auch Davidson & Boysan (1991) mit dieser Magnet-
feldform und zeigten, dass sich durch das Pulsen eine mehrfach oszillierende Sekundärströmung
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einstellt, die sich gut zum Homogenisieren einer Temperatur- oder Stoffverteilung eignet. Aktu-
elle Arbeiten stammen von Eckert et al. (2007), die zeigen, dass die Wahl der Pulsfrequenz einen
erheblichen Einfluss auf das Strömungsbild hat. Daher laufen parallel dazu numerische als auch ex-
perimentelle Untersuchungen, die sich mit den Eigenschaften des RMF während der Anlaufphase
beschäftigen (Ungarish, 1997; Nikrityuk et al., 2005; Räbiger et al., 2009).
Die letzten Jahre sind geprägt von einem schrittweisen Transfer der Ergebnisse aus der Grund-
lagenforschung hin zu industriellen Anwendungen. Stellvertretend seien hier zwei Projekte kurz
vorgestellt: Am Leibniz-Institut für Kristallzüchtung in Berlin existiert seit 2005 das Projekt
KRISTeMAG. Ziel ist die Entwicklung eines kombinierten Heizer-Magnetmoduls, bei dem die
Temperatursteuerung und das TMF gekoppelt sind und sowohl in industriellen Czochralski- als
auch VGF-Kristallzüchtungsanlagen (kurz für vertical gradient freeze) integrierbar sind (Klein
et al., 2008; Rudolph, 2008). Das zweite Projekt ist der Aufbau einer Stranggussanlage am HZDR
im Rahmen des SFB 609 (Timmel et al., 2009). Hierbei steht die Untersuchung der Strömungs-
verhältnisse im Tauchrohr und in der Kokille im Vordergrund. Der erste Schritt widmet sich der
Strömungsmodellierung unter Magnetfeldeinfluss, bevor im darauffolgenden Schritt Erstarrungs-
prozesse mit berücksichtigt werden sollen.
1.2 Einordnung und Zielstellung der Arbeit
Wie im vorherigen Abschnitt 1.1 deutlich wurde, befassten sich bisherige numerische Arbeiten
im Wesentlichen mit laminaren und transienten RMF- bzw. TMF-Strömungen in Flüssigmetal-
len, da in diesem Bereich die Strömungen weitestgehend zweidimensional sind und folglich 2D-
Strömungssimulationen ausreichten. Die Strömungseigenschaften der Einzelfelder im turbulenten
Bereich und die Effekte bei Überlagerung sind bisher weitestgehend unerforscht. Einzig zum ro-
tierenden Magnetfeld gab es zu Beginn dieser Arbeit eine Studie über die 3D-Effekte in schwach-
turbulenten Strömungen. Das liegt u. a. darin begründet, dass detaillierte, dreidimensionale Studien
turbulenter Vorgänge sehr rechen- und speicherintensiv sind: Mit steigendem Turbulenzgrad tre-
ten immer kleinere Strukturen in der Strömung auf und erfordern somit sowohl eine Erhöhung der
örtlichen als auch der zeitlichen Auflösung.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mithilfe dreidimensionaler Strömungssimulationen turbulen-
te Strukturen in Flüssigmetallen näher zu charakterisieren, die durch die Anwendung rotierender
und wandernder Magnetfelder bzw. deren Kombination erzeugt werden. Ein Schwerpunkt in der
Untersuchung ist, inwieweit eine effiziente Durchmischung des gesamten Volumens oder aber ein-
zelner Teilbereiche im Zylinder gewährleistet ist. Um den Parameterraum für die sehr zeitintensiven
Berechnungen einzugrenzen (einzelne Simulationen benötigen mehrere Monate Rechenzeit), be-
schränken sich die numerischen Studien auf kontinuierliche, d. h. nicht gepulste Magnetfelder und
eine geschlossene Zylindergeometrie mit einem Höhen- / Durchmesserverhältnis von eins. Wie be-
reits weiter oben erläutert, wird diese Wahl dadurch motiviert, dass zahlreiche industrielle Prozesse,
wie z. B. die Czochralski-Kristallzüchtung, zylindrische Gefäße verwenden. Des Weiteren existie-
ren für diese Konfiguration umfangreiche experimentelle Vergleichsdaten, die in Partnerprojekten
des SFB 609 gewonnen wurden. Die Entscheidung für einen vollständig geschlossenen Zylinder
minimiert außerdem die Komplexität der Simulationen, da turbulenzbedingte Auf-und Abbewe-
gungen an freien Oberflächen nicht zu berücksichtigen sind.
Neben der Untersuchung der Strömungseigenschaften stellen die physikalische Modellierung
der angreifenden Kräfte und die geeignete Wahl und Weiterentwicklung eines effizienten numeri-
schen Lösungsverfahrens wesentliche Eckpfeiler der vorliegenden Arbeit dar. Die Abbildung 1.1
veranschaulicht die Verzahnung der drei Teilaspekte „Modellierung“, „Numerische Verfahren“ und
„Strömungssimulation“. Jedem einzelnen Aspekt ist in dieser Arbeit ein eigenes Kapitel gewid-
met. Kapitel 2 befasst sich mit der mathematischen Modellierung der Strömungsvorgänge in ei-
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Abbildung 1.1: Vom Experiment zur visuellen Darstellung der numerischen Ergebnisse: Physika-
lische Modellierung des experimentellen Versuchsaufbaus (links)! Anpassung einer Spektral-
elemente / Fourier-Spektralmethode für DNS und LES (Mitte) ! Durchführung und Auswer-
tung der numerischen Simulationen (rechts).
nem mit Flüssigmetall gefüllten Zylinder. Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Modellierung der
Lorentzkraft. Analog zu den aus der Literatur bekannten, analytischen Krafttermen für RMF und
TMF wird ein analytischer Ausdruck für die Kombination beider Felder hergeleitet. Des Weite-
ren werden für das TMF die Auswirkungen auf die Lorentzkraft diskutiert, sobald der Zylinder
nicht exakt im Magnetfeld ausgerichtet ist. Im Anschluss präsentiert Kapitel 3 die Anpassung ei-
ner Spektralelemente / Fourier-Spektralmethode für die vollständige Simulation aller auftretenden
Strömungsstrukturen, auch als Direkte Numerische Simulation bezeichnet, bzw. für Grobstruktur-
simulationen. Hierfür hat sich in der deutschen Sprache auch die englische Bezeichnung „Large
Eddy Simulation“ durchgesetzt. Dabei wird sich zeigen, dass die Ausnutzung der rotationssym-
metrischen Geometrie durch Einführung von Zylinderkoordinaten Segen und Fluch zugleich sein
kann. Mithilfe dieser numerischen Verfahren wurden mehrere Studien zu dreidimensionalen Strö-
mungseigenschaften bei Verwendung von RMF, TMF und deren Kombination durchgeführt. Kapi-
tel 4 stellt verschiedene teilweise unerwartete Effekte vor. Ergänzt werden diese Ergebnisse durch
eine Studie über die Misch- und Rührwirkung der jeweiligen Magnetfelder am Beispiel eines pas-
siven Skalars. Kapitel 5 gibt nach einer kurzen Zusammenfassung einen Ausblick über zukünftig
geplante Studien und diskutiert mögliche Lösungsansätze für noch offene Fragestellungen.
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2 Physikalisches Modell
Der erste Schritt bei der numerischen Untersuchung von Strömungsprozessen ist die Abbildung des
realen Problems auf eine idealisierte Konfiguration, bei der nur die für das Strömungsverhalten we-
sentlichen Aspekte berücksichtigt werden, um einerseits die Vergleichbarkeit zwischen Experiment
und numerischen Simulationen zu ermöglichen, anderseits aber die Komplexität der Simulationen
so gering wie möglich zu halten. In den folgenden Abschnitten werden die verwendete Modell-
konfiguration im Detail beschrieben und die zu lösenden MHD-Gleichungen für die Strömungen
in Flüssigmetallen konkretisiert. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Modellierung der von den
rotierenden und wandernden Magnetfeldern erzeugten Lorentzkraft.
2.1 Geometrische Konfiguration und Modellannahmen
In den experimentellen Vergleichsstudien kommt Gallium-Indium-Zinn (kurz: GaInSn) zum Ein-
satz. Diese Legierung gehört zur Gruppe der sogenannten kalten Flüssigmetalle und hat eine
Schmelztemperatur von 10 ıC (Cramer et al., 2004) und ist folglich bei Raumtemperatur (20 ıC)
flüssig. Neben der besseren Zugänglichkeit für Messungen treten bei der Verwendung von kalten
Flüssigmetallen nur vernachlässigbar kleine, temperaturabhängige Strömungseffekte bzw. Ände-
rungen der Stoffparameter auf und erlauben somit, den direkten Zusammenhang zwischen anlie-
gendem Magnetfeld und resultierenden Strömungseigenschaften zu studieren. Das Fluid lässt sich
daher näherungsweise als inkompressibles Medium (d. h. die Dichte  ist invariant) mit einer kon-
stanten kinematischen Viskosität  und elektrischen Leitfähigkeit  beschreiben. Das Behältnis,
in dem sich das Fluid befindet, ist ein geschlossener, nicht-leitfähiger Zylinder mit dem Radius R
und der Höhe HD2R, d. h. der Zylinder besitzt ein Höhen- / Durchmesserverhältnis von eins. Da
in elektromagnetischen Vermischungsprozessen Magnetfelder mit geringen Frequenzen bevorzugt
werden, um eine komplette Durchdringung des Fluids zu gewährleisten, können Abschirmeffekte
vernachlässigt werden. Des Weiteren ist die Fluidgeschwindigkeit typischerweise in diesen Anwen-
dungen viel geringer als die Winkelgeschwindigkeit ! des angelegten Magnetfelds. Damit kann das
induzierte Magnetfeld ebenfalls vernachlässigt werden (Davidson, 1992). In Formeln ausgedrückt
lauten diese sogenannten „low frequency / low induction“-Annahmen
Rem  S < 1 ; (2.1)
wobei SD!R2=m der Abschirmparameter, RemDuR=m die magnetische Reynoldszahl, ! die
Kreisfrequenz des angelegten Wechselstroms, u die Referenzgeschwindigkeit des Fluids und m
die magnetische Diffusivität des Fluids beschreibt (Davidson & Hunt, 1987).
Unter diesen Annahmen kann die auf das Fluid wirkende Lorentzkraft Ef entkoppelt von den
Navier-Stokes-Gleichungen bestimmt werden und ergibt sich aus dem Kreuzprodukt des angeleg-
ten Magnetfelds EB mit der Dichte Ej des induzierten elektrischen Stroms:
Ef D Ej  EB : (2.2)
Die Stromdichte Ej kann gemäß des Ohm’schen Gesetzes berechnet werden durch
Ej D  EE D . @t EA   r˚/ : (2.3)
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Hierbei stehen EA für das Vektorpotenzial des Magnetfelds und ˚ für das elektrische Potenzial.
Unter Berücksichtigung der Coulomb-Eichung (r  EAD0) und der Ladungserhaltung (r  Ej D0)
ergibt sich die Potenzialgleichung
r2˚ D 0 (2.4)
mit der Neumann-Randbedingung @n˚D @tAn. Damit dient das Potenzial dazu, die elektrische
Impermeabilitätsbedingung jnD0 an den nicht leitfähigen Zylinderwänden zu gewährleisten.
Die resultierende Volumenkraft kann in einen konstanten und in einen mit doppelter Winkelge-
schwindigkeit 2! oszillierenden Anteil, h Ef i und Ef 0, zerlegt werden. Unter der Annahme, dass die
Beträge der zugehörigen Geschwindigkeitsanteile, uh Ef i und u Ef 0 , aufgrund von Reibung und Träg-
heit im Gleichgewicht stehen, kann das Verhältnis der beiden abgeschätzt werden durch (Stiller,
2008):
u Ef 0
uh Ef i
 
2!R2
D 1
2Re!
: (2.5)
Da Re! in elektromagnetischen Rührvorgängen typischerweise sehr hoch ist (z. B. im Re-
ferenzexperiment mit GaInSn (3;4  10 7 m2/s) bei !D2  50Hz und RD30mm folgt
Re!8;3  105), ist die Trägheit des Fluids hinreichend groß, um die oszillierende Komponente
der Lorentzkraft vernachlässigen zu können. Diese Abschätzung lässt sich analog für die Über-
lagerung von Magnetfeldern durchführen, wobei anstatt von 2! die Summe bzw. Differenz der
einzelnen Winkelgeschwindigkeiten berücksichtigt werden muss.
2.2 Bestimmung der Lorentzkraft
Basierend auf den obigen Annahmen lässt sich die Lorentzkraft unabhängig von der Strömung be-
stimmen. Die Frage ist nun, welche weiteren Annahmen getroffen werden dürfen, um diese Kraft
möglichst effizient zu berechnen, ohne dass sich dabei die Vergleichbarkeit zwischen Numerik
und Experiment einschränkt. Die in dieser Arbeit für Vergleiche verwendeten Messdaten stammen
aus der Versuchsanlage MULTIMAG (MULTI purpose MAGnetic fields) des Helmholtz-Zentrums
Dresden-Rossendorf. Die Abbildung 2.1a gibt einen Einblick in diese Anlage. Sie wurde so kon-
zipiert, dass die Magnetfelder in dem Bereich, in dem sich das Behältnis mit dem Flüssigmetall
befindet, als homogen angenommen werden können und damit die Einflüsse einzelner Spulen bei
den Simulationen vernachlässigbar sind (Pal et al., 2009). Wird weiterhin davon ausgegangen, dass
der Zylinder exakt achsensymmetrisch im Magnetfeld ausgerichtet ist, können für das rotierende
und das wandernde Magnetfeld analytische Ausdrücke der Lorentzkraft hergeleitet werden. Die
grundlegenden Arbeiten dazu stammen für das RMF von Gorbachev et al. (1974) und Davidson
& Hunt (1987) und für das TMF von Ramachandran et al. (2000) und Grants & Gerbeth (2004).
Die Vorgehensweise für die Einzelfelder – der Vollständigkeit halber präsentiert in den Abschnit-
ten 2.2.1 (RMF) und 2.2.2 (TMF) – lässt sich auf die Kombination beider Magnetfelder übertragen
und wird in Abschnitt 2.2.3 vorgestellt.
In den meisten hier präsentierten numerischen Studien wurde von einer idealen Positionierung
ausgegangen, bei dem die Achse des Magnetfelds und die des mit Flüssigmetall gefüllten Zylin-
ders exakt übereinstimmt. Bei einem ersten Vergleich von überkritischen, TMF-getriebenen Strö-
mungsprofilen traten jedoch erhebliche Diskrepanzen zwischen Experiment und Simulation auf.
Daraufhin kam die Vermutung auf, dass Strömungen für dieses Magnetfeld viel sensitiver auf Un-
genauigkeiten im Versuchsaufbau reagieren, als wie es für das RMF der Fall ist. Aus diesem Grund
wird für das TMF zusätzlich der Fall einer geringen Axialverschiebung (max. 1mm bei einem Zy-
linderradius von RD 30mm) betrachtet. Die dafür notwendigen Modifikationen der Lorentzkraft
werden ebenfalls in Abschnitt 2.2.2 diskutiert.
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(a) MULTIMAG am HZDR: Kombination
von RMF-, TMF- und Mehrzweckspulen
(b) RMF-Spulensystem des MULTIMAG (c) TMF- und DC-Ringspulen an der TU BAF
Abbildung 2.1: Experimentelle Versuchsanlagen am Helmholtz-Zentrum Dresden-Rossendorf
(HZDR) und an der TU Bergakademie Freiberg (TU BAF): Die am HZDR installierte Anlage
MULTIMAG (a) besteht aus einem RMF-Spulen-System (b), innerhalb dem abwechselnd sechs
TMF- und vier Mehrzweck-Ringspulen (z. B. für DC-Felder) angeordnet sind. Zur Verdeutli-
chung der Anordnung der Ringspulen ist im rechten Bild (c) eine Kristallzüchtungsanlage der
TU BAF gezeigt, bei der sechs TMF- und zwei DC-Ringspulen außerhalb eines Schmelzofens
angebracht sind. (Die Grafiken wurden freundlicherweise von J. Pal (HZDR) und K. Niemietz
(TU BAF) bereitgestellt.)
2.2.1 Rotierendes Magnetfeld
Ausgangspunkt ist ein achsensymmetrisch ausgerichtetes, gleichmäßig rotierendes Magnetfeld EBR.
Wird der Ursprung des Zylinderkoordinatensystems .z; r; '/ so gelegt, dass er auf der Magnet-
feldachse liegt (vgl. Abb. 2.2a), lautet
EBR D BRŒcos.'   !Rt /Eer   sin.'   !Rt /Ee'  ; (2.6)
mit der magnetischen Flussdichte BR und der Winkelgeschwindigkeit !R. Die Vektoren Eez , Eer und
Ee' bezeichnen die Einheitsvektoren in axialer, radialer bzw. azimutaler Richtung. Das zugehörige
Vektorpotenzial EAR und das elektrische Potenzial ˚R ergeben sich gemäß Gorbachev et al. (1974)
zu
EAR D BRr sin.'   !Rt /Eez (2.7)
und ˚R D !RBRR2
1X
nD1
cnJ1
 
nr
R

sinh
 
nz
R

cos.'   !Rt / ;
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(a) Ideales Magnetfeld
fR;'
Ta
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(b) Mittlere Lorentzkraft (c) Grundströmung
Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des geschlossenen Zylinders unter Einfluss des idealen,
rotierenden Magnetfelds, inklusive deren Positionierung im zylindrischen Koordinatensystem
(a) und der zugehörigen, zeitlich gemittelten Lorentzkraft1 (b). In der rechten Grafik (c) ist die
Ausrichtung der durch das RMF induzierten Primär- und Sekundärströmung illustriert.
wobei Jk die Besselfunktion 1. Art, k-ter Ordnung darstellt, n die Nullstellen von J 01 sind und
cn D 2
n.2n   1/J1.n/ cosh.n/
(2.8)
gilt. Die Anwendung des Ohm’schen Gesetzes (2.3) liefert für das ideale RMF die Stromdichte
EjR D !RBRR
0@ Ojz cos.'   !Rt /Ojr cos.'   !Rt /
Oj' sin.'   !Rt /
1A (2.9)
mit den dimensionslosen Amplituden
Ojz D r
R
 
1X
nD1
cnnJ1
 
nr
R

cosh
 
nz
R

;
Ojr D  
1X
nD1
cnn
J0
 
nr
R
   J2 nrR 
2
sinh
 
nz
R

; (2.10)
Oj' D
1X
nD1
cnn
J0
 
nr
R
C J2 nrR 
2
sinh
 
nz
R

:
Da die Stromdichte in allen drei Raumrichtungen wirkt, ist die resultierende Lorentzkraft drei-
dimensional; die relevante, zeitlich konstante Lorentzkraft EfR besteht jedoch nur aus einer Kompo-
nente in azimutaler Richtung:
EfR D 1
2
!RB
2
RR
Ojz Ee' D 
2
R3
Ta Ojz Ee' : (2.11)
Der dimensionslose Kraftparameter
Ta D !RB
2
RR
4
22
(2.12)
1Die Tecplot- und Gnuplot-Grafiken verwenden als Dezimaltrenner den Punkt anstatt, wie im Deutschen üblich, das
Komma. Im Fließtext und Tabellen wird hingegen durchgängig das Komma benutzt.
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auf der rechten Seite der Gleichung (2.11) wird als magnetische Taylorzahl bezeichnet. Unabhän-
gig von der Wahl der magnetischen Taylorzahl induziert das rotierende Magnetfeld, wie in Ab-
bildung 2.2c dargestellt, eine azimutale Grundströmung, die in Richtung der Lorentzkraft zeigt.
Zusätzlich existiert eine meridionale Sekundärströmung in Form eines Doppeltorus, die sich auf-
grund der Bödewadtschichten am Deckel und Boden des Zylinders ausbildet (Davidson, 1992).
Der Einfluss von Deckel und Boden reicht bei dem vorgegebenen Höhen- / Durchmesserverhältnis
H=2RD 1 bis in die Mitte des Zylinders. Daher beträgt die maximale Lorentzkraft, bezogen auf
den Kraftparameter Ta, nur ca. 75 Prozent (vgl. Abb. 2.2b).
2.2.2 Wanderndes Magnetfeld
Wie bereits beim rotierenden Magnetfeld wird auch in diesem Abschnitt von einem homogenen
Magnetfeld ausgegangen, bei dem Einflüsse der einzelnen Ringspulen nicht sichtbar sind. Weiter-
hin gilt für den MULTIMAG, dass die Wellenlänge (TD450mm, Näheres in Abschnitt 4.1) des
Magnetfelds viel größer als der Zylinder (HD60mm) ist. Demzufolge können die allgemeingülti-
gen Formen des wandernden Magnetfelds EBT und des zugehörigen Vektorpotenzials EAT aus Rama-
chandran et al. (2000) linearisiert werden (Grants & Gerbeth, 2004) und sind in der idealen, achsen-
symmetrischen Konfiguration (d. h. Magnetfeld- und Zylinderachse sind identisch, vgl. Abb. 2.3a)
gegeben durch:
EAT D1
2
BTr cos.kTz   !Tt /Ee' (2.13)
und EBT DBT

cos.kTz   !Tt /Eez C kTr
2
sin.kTz   !Tt /Eer

; (2.14)
wobei BT die magnetische Flussdichte, kTD2=T die Wellenzahl und !T die Winkelgeschwin-
digkeit des wandernden Magnetfelds angibt.
Der Anteil von @t EAT in Normalenrichtung und damit @n˚T ist für den Idealfall an den Zylinder-
wänden gleich Null. Folglich ist das elektrische Potenzial ˚T konstant und liefert keinen Beitrag
zur Stromdichte EjT. Diese hängt somit ausschließlich vom Vektorpotenzial EAT ab und lautet
EjT D  1
2
!TBT r sin.kTz   !Tt /Ee' : (2.15)
EBT
z
r
'
(a) Ideales Magnetfeld
fT;z
F
 R
3
2
(b) Mittlere Lorentzkraft (c) Grundströmung
Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des idealen, wandernden Magnetfelds (a) und der zuge-
hörigen, zeitlich gemittelten Lorentzkraft (b). Die rechte Grafik (c) zeigt die induzierte, meridio-
nale Grundströmung bei Verwendung eines idealen TMF.
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Bei der Bestimmung der Volumenkraft ist wiederum nur der zeitlich konstante Anteil von Inter-
esse. Folglich besitzt die Lorentzkraft, wie in Abbildung 2.3b gezeigt, ausschließlich eine axiale
Komponente:
EfT D 1
8
!TB
2
T kTr
2 Eez D 
2
R3
F
2

r
R
2
Eez : (2.16)
Der dimensionslose Kraftparameter ist ähnlich zur magnetischen Taylorzahl des rotierenden Mag-
netfelds definiert und lautet gemäß Grants & Gerbeth (2004)
F D !TB
2
T kTR
5
42
: (2.17)
Unter idealen Bedingungen wächst die Lorentzkraft gemäß (2.16) von der Zylinderachse zum Zy-
lindermantel hin quadratisch mit r an. Daher erzeugt sie im geschlossenen Zylinder, wie in Ab-
bildung 2.3c skizziert, eine torusförmige Grundströmung, die in der Nähe der Zylinderwand nach
oben zeigt und in der Mitte des Zylinders zurückfließt.
Um die Strömungbeeinflussung aufgrund einer nicht exakten Ausrichtung des Flüssigmetallbe-
hältnisses im TMF zu studieren, wird ein kleiner Versatz r0 zwischen der Magnetfeld- und der
Zylinderachse eingeführt (vgl. Abb. 2.4a). Entsprechend müssen das Vektorpotenzial EAT und das
Magnetfeld EBT des idealen, achsensymmetrischen Magnetfelds um Terme ergänzt werden, die li-
near mit r0 skalieren:
EAT;r0 D
1
2
BT cos.kTz   wTt /
0@ 0r0 sin'
r C r0 cos'
1A (2.18)
und EBT;r0 DBT
0@ cos.kTz   !Tt /kT
2
.r C r0 cos'/ sin.kTz   !Tt /
 kT
2
r0 sin' sin.kTz   !Tt /
1A : (2.19)
Im Gegensatz zur achsensymmetrischen Konfiguration ist die Normalenkomponente von @t EAT;r0
ungleich Null. Damit ergibt sich das elektrische Potenzial˚T;r0 durch Lösen der Poisson-Gleichung
r2˚T;r0D0 mit den Neumann-Randbedingungen
@n˚T;r0 D
(
 1
2
BT!Tr0 sin' sin.kTz   !Tt / für r D R
0 für z D ˙H=2 D ˙R : (2.20)
Analog zur Herangehensweise von Gorbachev et al. (1974) für das rotierende Magnetfeld kann
diese Differentialgleichung analytisch mithilfe des Separationsansatzes gelöst werden. Auf eine
ausführliche Herleitung sei an dieser Stelle mit Verweis auf Tschisgale (2010) verzichtet.
Die resultierende Lorentzkraft besteht, neben dem achsensymmetrischen Anteils EfT, aus Termen,
die entweder mit r0=R oder mit r20=R
2 skalieren. Letztere können verworfen werden (Tschisgale,
2010), da nur kleine Achsenverschiebungen (r0=R  1=30) untersucht werden. Der oszillierende
Anteil der Kraft ist aus bekannten Gründen ebenfalls vernachlässigbar (vgl. Abschnitt 2.1), so dass
die Lorentzkraft folgende Gestalt besitzt:
EfT;r0 D
2
R3
F
2
0@gzgr
g'
1A ; (2.21)
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EBT
r0
z
r
'
(a) Verschiebung um r0
fT;z
F
 R
3
2
(b) Lorentzkraft EfT;r0
fD;z
F
 R
3
2
(c) Differenz EfD D EfT;r0   EfT
Abbildung 2.4: Schematische Darstellung eines nicht achsensymmetrisch im Magnetfeld ausge-
richteten Zylinders (a) und der daraus resultierenden Lorentzkraft (b) sowie deren Abweichung
von der idealen Kraft (c) bei Verschiebung um r0=RD1=30. Die verwendete und mit dem Radius
entdimensionierte Wellenzahl des Magnetfelds beträgt kTRD 2  0;03m=.0;45m/0;42.
wobei
gz D

r
R
2
C rr0
R2

2   I0.kTr/   I2.kTr/
2I 01.kT/

cos'   rr0
R2I 01.kTR/

Oj 1' cos.kTz/   Oj 2' sin.kTz/

gr D  2r0
kTR2I
0
1.kTR/

Oj 2' cos.kTz/C Oj 1' sin.kTz/

(2.22)
g' D rr0
R2I 01.kTR/

Oj 1z cos.kTz/   Oj 2z sin.kTz/

C 2r0
kTR2I
0
1.kTR/

Oj 2r cos.kTz/C Oj 1r sin.kTz/

mit den dimensionslosen Amplituden
Oj 1z D sin'
1X
nD1
an
sin.kTR/
sinh.n/
sinh
 
nz
R

J1
 
nr
R

Oj 1r D sin'
1X
nD1
an
sin.kTR/
2 sinh.n/
cosh
 
nz
R
h
J0
 
nr
R
   J2 nrR i
Oj 1' D cos'
1X
nD1
an
sin.kTR/
2 sinh.n/
cosh
 
nz
R
h
J0
 
nr
R
C J2 nrR i (2.23)
Oj 2z D sin'
1X
nD1
an
cos.kTR/
cosh.n/
cosh
 
nz
R

J1
 
nr
R

Oj 2r D sin'
1X
nD1
an
cos.kTR/
2 cosh.n/
sinh
 
nz
R
h
J0
 
nr
R
   J2 nrR i
Oj 2' D cos'
1X
nD1
an
cos.kTR/
2 cosh.n/
sinh
 
nz
R
h
J0
 
nr
R
C J2 nrR i
und den Koeffizienten
an D 2
2
n
R2.2n   1/J 21 .n/
Z R
0
rI1
 
kTr

J1
 
nr
R

dr : (2.24)
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Dabei bezeichnen Jk und Ik die Besselfunktionen und die modifizierten Besselfunktionen 1. Art,
k-ter Ordnung und, wie bereits im Abschnitt über die RMF-Lorentzkraft erwähnt, n die Nullstel-
len von J 01.
Vergleicht man die aufgrund eines Versatzes um r0DR=30modifizierte Lorentzkraft (Abb. 2.4b)
mit dem Idealfall (Abb. 2.3b), so sind die Änderungen mit dem bloßem Auge kaum sichtbar. Erst
die Differenz zur achsensymmetrischen Kraft EfT zeigt, dass sich ein linksdrehender Wirbel in der
von den beiden Achsen aufgespannten Ebene ausbildet (Abb. 2.4c). Die auftretenden Kräfte errei-
chen dabei in allen drei Raumrichtungen ca. vier Prozent der Maximalkraft von EfT (vgl. Tab. 2.1).
Inwiefern diese minimalen Änderungen der Lorentzkraft Auswirkungen auf die Strömungseigen-
schaften bei Anwendung eines TMF haben, ist Inhalt des Abschnitts 4.3.
f z;min f z;max f r;min f r;max f ';min f ';max
r0=R D 0 0 0,50 – – – –
r0=R D 1=30 -0,00014 0,52 -0,02 0,02 -0,02 0,02
Tabelle 2.1: Minima und Maxima der drei Kraftkomponenten bei achsensymmetrischer Ausrich-
tung des TMF (r0=RD0) und bei einer Axialverschiebung von r0=RD1=30. Die Lorentzkraft
wurde, analog zu den Abbildungen 2.3b und 2.4b, entdimensioniert und mit dem Kraftparame-
ter F normiert, das heißt Ef D Ef =F R3=2 und kTRD0;42.
2.2.3 Kombination des rotierenden und wandernden Magnetfelds
Bei gleichzeitiger Anwendung des rotierenden und des idealen, wandernden Magnetfelds (vgl.
Abb. 2.2a und 2.3a) setzt sich die Lorentzkraft zusammen aus
Ef D EjR  EBR C EjT  EBT C . EjR  EBT C EjT  EBR/ D EfR C EfT C EfI ; (2.25)
wobei EfR und EfT die Beiträge der Einzelfelder gemäß (2.11) und (2.16) darstellen. Die zusätzliche
Kraft EfI resultiert aus der Wechselwirkung des rotierenden Magnetfelds mit der Stromdichte des
wandernden Magnetfelds und umgekehrt (vgl. (2.6), (2.9), (2.14) und (2.15)). Diese Kraft besteht
aus zwei Anteilen, von denen einer mit der Summe der Winkelgeschwindigkeiten (!R C !T) oszil-
liert und der andere mit deren Differenz (!D!R   !T). Der erste Anteil kann, analog zu den mit
2!R bzw. 2!T oszillierenden Komponenten von EfR und EfT, vernachlässigt werden. Folglich ergibt
sich EfI zu
EfI D 
2
R3
s
2TaF
kTR
!R
!T
24sin.'   kTz  !t/
0@  r2R !R!TOj'
 kTr
2
Ojz
1A   cos.'   kTz  !t/
0@kTr2 Oj'0
Ojr
1A35 ;
(2.26)
wobei Ojz , Ojr und Oj' die dimensionslosen Amplituden der RMF-Stromdichte darstellen (siehe Glei-
chung (2.10)).
Von besonderem Interesse sind hierbei die zwei stationären Grenzfälle (Cramer et al., 2007;
Stiller & Koal, 2009): In der ersten Konfiguration werden die Winkelgeschwindigkeiten der bei-
den Magnetfelder so gewählt, dass deren Differenz hinreichend groß ist gegenüber der Winkelge-
schwindigkeit der Strömung umax=R, so dass EfI vernachlässigbar klein wird. Im Gegensatz dazu
stellt sich im zweiten Grenzfall für !RD!T eine dreidimensionale, stationäre Wechselwirkungs-
kraft ein:
EfI D 
2
R3
s
2Ta F
kTR
24sin.'   kTz/
0@   r2ROj'
 kTr
2
Ojz
1A   cos.'   kTz/
0@kTr2 Oj'0
Ojr
1A35 : (2.27)
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Die Abbildung 2.5 präsentiert für beide Konfigurationen die Volumenkraft für den Fall, dass die
magnetische Taylorzahl des RMF gleich dem Kraftparameter des TMF gewählt wird. Ein Ver-
gleich der auftretenden Maximalkräfte in Tabelle 2.2 offenbart, dass sich für j!j  0 aufgrund
der Wechselwirkungskraft EfI nicht nur die Spitzenwerte der axialen und azimutalen Kraftkom-
ponente verdreifachen bzw. verdoppeln, sondern auch die Kraft in radialer Richtung die gleiche
Größenordnung erreicht.
f'
Ta
 R
3
2
(a) j!j  0
fz
Ta
 R
3
2
(b) j!j D 0
Abbildung 2.5: Lorentzkraft Ef bei der Überlagerung von RMF und TMF mit hinreichend ver-
schiedenen (a) bzw. mit exakt den gleichen (b) Winkelgeschwindigkeiten unter der Annahme,
dass TaDF und kTRD0;42 gilt.
f z;min f z;max f r;min f r;max f ';min f ';max
RMF – – – – 0 0,74
TMF 0 0,50 – – – –
j!j  0 0 0,50 – – 0 0,74
j!j D 0 -0,61 1,61 -1,33 1,33 -1,33 1,34
Tabelle 2.2: Minima und Maxima der drei Kraftkomponenten für die Einzelfelder und die bei-
den stationären Grenzfälle bei Überlagerung von RMF und TMF. Analog zur Abbildung 2.5 ist
TaDF, kTRD0;42 und Ef D Ef =Ta R3=2.
2.3 Erhaltungs- und Transportgleichungen
Wie in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt, kann Flüssigmetall als inkompressibles Fluid be-
trachtet werden und bei den zu untersuchenden Magnetfeld-Konfigurationen wirkt die resultierende
Lorentzkraft als eine von dem Geschwindigkeitsfeld unabhängige Volumenkraft. Damit gelten für
den Erhalt von Impuls und Masse die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, ergänzt um die
Lorentzkraft Ef :
@t EuC EN.Eu/ D  1

rp C r2 EuC 1

Ef (2.28)
r  Eu D 0 :
Hierbei ist t die Zeit, Eu die Geschwindigkeit, EN.Eu/ der konvektive Term , p der Druck und, wie be-
reits in Abschnitt 2.1 erwähnt,  und  die Dichte und kinematische Viskosität des Fluids. Für den
nichtlinearen, konvektiven Term EN.Eu/ existieren verschiedene, im Kontinuierlichen äquivalente
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Ausdrücke. Die originäre Form ist die Flussformulierung, welche auch als konservative Formulie-
rung bezeichnet wird:
ENFluss.Eu/ D r  .EuEu/ : (2.29)
Für inkompressible Strömungen lässt sich, unter Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung,
r  EuD0, die Flussformulierung in die konvektive Form
ENkonvektiv.Eu/ D Eu  r Eu (2.30)
überführen. Alternativ ergibt sich durch die Kombination der Fluss- und der konvektiven Form die
schiefsymmetrische Form
ENschiefsymm..Eu/ D 1
2
 Eu  r EuCr  .EuEu/ : (2.31)
Der Vorteil dieser Formulierung ist, dass sie in semi-diskretisierten Systemen (d. h. nur die Raum-
richtungen, nicht aber die Zeitrichtung ist diskretisiert) im reibungsfreien Grenzfall konservativ
bezüglich eines linearen Impulses und der kinetischen Energie ist. Die Flussformulierung hinge-
gen bewahrt nur den linearen Impuls; die konvektive keines von beiden (Karniadakis & Sherwin,
1999). Des Weiteren minimiert die schiefsymmetrische Form am effizientesten den bei der Simula-
tion turbulenter Strömungen auftretenden Aliasing-Fehler. Für eine detaillierte Studie über die Vor-
und Nachteile der verschiedenen Formulierungen sei auf Karniadakis & Sherwin (1999), Kapitel 9
verwiesen.
Die Auswertung des schiefsymmetrischen Operators ist wesentlich rechenintensiver als die Aus-
wertung des konservativen oder konvektiven Operators, da im dreidimensionalen Fall 18 anstatt 9
Ableitungen berechnet werden müssen. Jedoch wird der nichtlineare Term aufgrund der Verwen-
dung eines semi-impliziten Zeitschrittverfahrens 2. Ordnung (vgl. Abschnitt 3.1.3) explizit behan-
delt, so dass die notwendige Rechenzeit pro Zeitschritt hauptsächlich von der impliziten Behand-
lung des diffusiven Terms r2 Eu abhängt. Wie in Tab. 2.3 dargestellt, benötigt eine typische Simu-
lation bei Verwendung der schiefsymmetrischen Form nur ca. 4 % mehr Rechenzeit. Daher kommt
bei allen Simulationen diese Form des nichtlinearen Terms zum Einsatz.
Nichtlinearer Term durchschnittliche Rechenzeit
Konvektive Form 2 h 46 min
Schiefsymmetrische Form 2 h 52 min
Tabelle 2.3: Laufzeiten für eine charakteristische Rechnung (turbulente, achtfach überkritische
RMF-Strömung, 38 Millionen Gitterpunkte, 5000 Zeitschritte – vgl. Abschnitt 4.1) bei Ver-
wendung der konvektiven bzw. der schiefsymmetrischen Form des nichtlinearen Terms. Die
Simulationen liefen auf der SGI Altix 4700 des Zentrums für Informationsdienste und Hoch-
leistungsrechnen (ZIH) der TU Dresden. Kompiliert wurde der Code mit der Compiler-Familie
Intel C/C++/Fortran 10.1.025 und der Bibliothek Intel MKL 8.1.
Werden neben der Strömung weitere physikalische Größen betrachtet, so sind zusätzliche Glei-
chungen zu lösen. Beispiele hierfür stellen das Temperaturfeld oder auch Konzentrationsfelder dar.
Zeitliche Veränderungen in diesen skalaren Feldern wirken sich wiederum auf das Geschwindig-
keitsfeld aus. So treten z. B. aufgrund von temperaturbedingten Dichteänderungen Auftriebseffekte
auf. In erster Näherung lassen sich diese jedoch mittels der Boussinesq-Approximation abbilden,
d. h. diese Effekte werden durch eine zusätzliche Volumenkraft in den Navier-Stokes-Gleichungen
modelliert und die Dichte bleibt weiterhin konstant. Der Skalar selbst wird durch die Transport-
gleichung
@tc CN.Eu; c/ D ˛r2c (2.32)
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bestimmt. Abhängig davon, ob die obige Gleichung einen Masse- bzw. Wärmetransport abbildet,
ist die skalare Diffusivität ˛ entweder gleich =Sc oder =Pr. Die dimensionslosen Kenngrößen Sc
und Pr werden als Schmidt- bzw. als Prandtlzahl bezeichnet. Für Flüssigmetalle liegen die beiden
Größen typischerweise bei Sc  102 und Pr  10 2. So gilt Sc150 und Pr1:5  10 2 für eine
Blei-Zinn-Legierung (PbSn) im Bereich von 600 bis 700 K (Nikrityuk et al., 2006a; Poirier, 1988).
Für die Vergleichsstudie zur Mischungseffizienz verschiedener Magnetfelder in Kapitel 4 reicht
es aus, den Transport eines passiven Skalars zu untersuchen. Das heißt, die Rückwirkung des
Skalars c auf das Strömungsfeld Eu wird vernachlässigt. Somit ist neben den Navier-Stokes-
Gleichungen gemäß (2.28) ausschließlich die obige Gleichung (2.32) zusätzlich zu lösen.
Ähnlich wie bei den Navier-Stokes-Gleichungen existieren für den nichtlinearen Term N.Eu; c/
die konservative, die konvektive und die schiefsymmetrische Formulierung:
NFluss.Eu; c/ D r  .c Eu/; Nkonvektiv.Eu; c/ D Eu  rc (2.33)
und Nschiefsymm..Eu; c/ D 1
2
 Eu  rc Cr  .c Eu/ :
Für die Simulationen in dieser Arbeit wird für die skalare Transportgleichung, analog zu den
Navier-Stokes-Gleichungen, die schiefsymmetrische Form 1=2
 Eu  rc Cr  .c Eu/ verwendet.
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3 Methoden höherer Ordnung für Direkte
Numerische und Large Eddy Simulationen
Für die in dieser Arbeit präsentierten numerischen Simulationen wird ein Verfahren höherer Ord-
nung verwendet, welches durch eine Kombination einer Fourier-Spektralmethode in Umfangsrich-
tung mit einer Spektralelemente-Methode in axialer und radialer Richtung die Rotationssymmetrie
der Zylindergeometrie ausnutzt. Dieses Verfahren wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels vorge-
stellt.
Wie im Kapitel 4 gezeigt wird, treten beim elektromagnetischen Mischen, abhängig von der
Wahl des Magnetfelds, verschiedenartige, komplexe Verteilungen von turbulenten Strukturen in
den induzierten Strömungen auf. Dabei beträgt beispielsweise bei Verwendung eines achtfach über-
kritischen TMF der Anteil der turbulenten kinetischen Energie an der Gesamtenergie etwa 50 Pro-
zent. Jedoch hat diese Strömung trotz der hohen Turbulenzintensität einen transitionellen Charakter.
Da über die turbulenten Strömungseigenschaften zu Beginn der Studie teilweise wenig bekannt war
und daher möglichst wenig Annahmen für deren Modellierung im Vorfeld getroffen werden sollten,
basiert ein Großteil der Strömungsberechnungen auf Direkter Numerischer Simulation (abgekürzt:
DNS). Bei einer DNS wird das Gitter so fein gewählt, dass alle in der Strömung auftretenden turbu-
lenten Strukturen aufgelöst werden. Die Berechnung turbulenter Strömungen mittels DNS benötigt
daher enorme Rechenzeiten. So wurden im Fall der oben angesprochenen TMF-Strömung für die
Simulation von ca. 8 h Echtzeit rund 770 000 CPU-Stunden benötigt, was bei Verwendung von 128
Prozessoren einer Rechenzeit von über acht Monaten entspricht.
Aus diesem Grund besteht ein wesentliches Ziel dieser Arbeit darin zu untersuchen, inwieweit
Large Eddy Simulationen (kurz: LES) eingesetzt werden können, um Strömungsvorgänge im Flüs-
sigmetallen verlässlich wiederzugeben. Bei einer LES werden, bildlich gesprochen, nur die großen
„Wirbel“ einer Strömung berechnet, wohingegen kleine Strukturen mittels eines Modells abgebil-
det werden. Dadurch kann der Rechenaufwand gegenüber einer DNS erheblich reduziert werden.
Ausführliche Einführungen in diese Thematik bieten die Bücher von Fröhlich (2006) und Pope
(2000). In diesen beiden Werken und in Sagaut (2002) werden eine Vielzahl an Feinstrukturmodel-
len präsentiert und ihre Stärken und Schwächen anhand zahlreicher Beispiele illustriert.
Ein auf Methoden höherer Ordnung angepasster Zugang für LES stellt die Technik der spektral
verschwindenden Viskosität dar, die im Rahmen dieser Arbeit in den Spektralelemente / Fourier-
Spektralcode implementiert und getestet wurde. Den Grundlagen dieser Technik und deren Umset-
zung für Zylinderkoordinaten widmet sich der zweite Abschnitt dieses Kapitels.
3.1 Spektralelemente / Fourier-Spektralmethode
In rotationssymmetrischen dreidimensionalen Geometrien ist die Umfangsrichtung 2-periodisch.
Damit kann für diese Richtung ein Fourier-Spektralansatz genutzt werden, wodurch sich das drei-
dimensionale Strömungsproblem in eine Folge zweidimensionaler Probleme zerlegen lässt, die
über eine schnelle Fouriertransformation gekoppelt sind. Durch diese Spezialisierung kann die nu-
merische Komplexität der Simulationen und damit die notwendige Rechenzeit deutlich reduziert
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Abbildung 3.1: Aufbau eines Semtex-Gitters für einen Zylinder: In Umfangsrichtung besteht das
Gitter aus acht meridionalen Halbebenen (links). Jede Halbebene ist wiederum in sechs mal drei
Spektralelemente (Mitte) mit Polynomgrad P D3 (rechts) aufgeteilt.
werden. Die axiale und radiale Raumrichtung werden mittels einer Galerkin-Spektralelemente-
Methode diskretisiert. Diese Methode vereint die geometrische Flexibilität einer Finite-Elemente-
Methode mit der hohen Genauigkeit von Spektralmethoden. In Abbildung 3.1 ist die Vernetzung
eines Zylinders mit acht meridionalen, d. h. in axiale und radiale Richtung aufgespannten Halbebe-
nen dargestellt. Jede Halbebene wird in zweidimensionale Elemente zerlegt und für jedes Element
wird ein Galerkin-Spektralansatz vom Polynomgrad P durchgeführt.
Dieses Verfahren wurde in einer Implementierung namens Semtex umgesetzt (Blackburn & Sher-
win, 2004). Die grundlegenden Diskretisierungsschritte dieses numerischen Verfahrens werden im
Hinblick auf die Erweiterung der Methode für Large Eddy Simulationen im Folgenden ausführlich
diskutiert.
3.1.1 Erhaltungs- und Transportgleichungen in Zylinderkoordinaten
Ausgangspunkt sind die in Abschnitt 2.3 diskutierten Navier-Stokes-Gleichungen
@t EuC EN.Eu/ D  1

rp C r2 EuC 1

Ef (3.1)
r  Eu D 0 :
Bei der Anwendung von Zylinderkoordinaten auf diese Gleichungen ist zu beachten, dass
 zwei partielle Ableitungen der Einheitsvektoren Eez , Eer und Ee' ungleich Null sind,
und zwar @' Eer D Ee' und @' Ee' D  Eer und
 der Gradient einer skalaren Größe  und die Divergenz eines Vektors E durch
r D  @z; @r; 1r @'T bzw. r  E D @zz C 1r @rrr C 1r @'' definiert ist.
Des Weiteren werden die drei Geschwindigkeitskomponenten in die Koordinatenrichtungen z, r
und ' im weiteren Verlauf der Arbeit mit EuD.uz; ur ; u'/TD.u; v; w/T bezeichnet. Folglich erge-
ben sich die obigen Navier-Stokes-Gleichungen zu (vgl. z.B. Johnson (2000); Spurk (1996))
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Für den nichtlinearen Term EN.Eu/ wird, wie im Abschnitt 2.3 erläutert, die schiefsymmetrische
Form verwendet. In Zylinderkoordinaten lautet sie:
EN.Eu/ D 1
2
 Eu  r EuCr  EuEu D
0@Nz.Eu/Nr.Eu/
N'.Eu/
1A (3.3)
D 1
2
0@ u@zuC v@ruC @z.uu/C @r.vu/C 1r .w@'uC @'.wu/C vu/u@zv C v@rv C @z.uv/C @r.vv/C 1r .w@'v C @'.wv/C vv   2ww/
u@zw C v@rw C @z.uw/C @r.vw/C 1r .w@'w C @'.ww/C 3vw/
1A :
Bei der skalaren Transportgleichung (2.32) werden die materielle Ableitung @tc CN.Eu; c/
und der diffusive Term r2c analog zu den entsprechenden Termen @tuCNz.Eu/ und r2u
der Impulsgleichung in axialer Richtung behandelt. Somit lautet die skalare Transportgleichung
@tc CN.Eu; c/ D ˛r2c in Zylinderkoordinaten
@tc CN.Eu; c/ D ˛

@2z C
1
r
@rr@r C 1
r2
@2'

c (3.4)
mit N.Eu; c/ D u@zc C v@rc C @z.uc/C @r.vc/C 1
r
.w@'c C @'.wc/C vc/ :
Aufgrund dieser Analogie werden in den nun folgenden Abschnitten über die Ortsdiskretisierung
und die Zeitintegration nur die Erhaltungsgleichungen für Impuls und Kontinuität näher betrach-
tet. Die Behandlung der materiellen Ableitung und des diffusiven Terms der Impulsgleichung in
z-Richtung lässt sich entsprechend auf die skalare Transportgleichung übertragen.
3.1.2 Fourier-Spektralansatz in Umfangsrichtung
Um das dreidimensionale Strömungsproblem in mehrere zweidimensionale Probleme zu überfüh-
ren und dadurch den Rechenaufwand zu minimieren, wird in Umfangsrichtung eine Projektion in
den Fourierraum durchgeführt. Eine skalare, reellwertige Funktion , die im physikalischen Raum
von allen drei Raumrichtungen und der Zeit abhängt, kann mittels
Ok.z; r; t/ D 1
2
2Z
0
.z; r; '; t/ e ik' d' (3.5)
in ihre komplexwertigen Moden Ok.z; r; t/ zerlegt werden, wobei k eine ganze Zahl ist und die
Wellenzahl der jeweiligen Mode angibt. Mode 0 ist als einzige Mode reellwertig, da die Exponen-
tialfunktion im Integral für kD0 gleich eins ist. Durch die inverse Fouriertransformation
.z; r; '; t/ D
1X
kD 1
Ok.z; r; t/ eik' (3.6)
kann die Funktion  wieder exakt aus den einzelnen Moden Ok zusammengesetzt werden. Die
partielle Ableitung in '-Richtung vereinfacht sich aufgrund der Summendarstellung (3.6) zu ei-
ner Multiplikation der Moden Ok mit der jeweils zugehörigen Wellenzahl k und der imaginären
Einheit i:
@' D
1X
kD 1
@' Ok eik' D
1X
kD 1
ik Ok eik' : (3.7)
Aufgrund der örtlichen Diskretisierung wird nur eine endliche Anzahl an Moden berücksichtigt,
und zwar die energiereichen, langwelligen Fouriermoden für Wellenzahlen jkj  N , wobei N die
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Wellenzahl der höchsten Fouriermode angibt. Die Moden mit einer negativen Wellenzahl sind dabei
nicht explizit zu berechnen, da diese aufgrund der Symmetrieeigenschaft
Ok D O k (3.8)
durch die Berechnung der konjugiert-komplexen Größen der positiven Moden vorliegen (Canuto
et al., 1988). Damit zerfällt das Gleichungssystem (3.2) zur Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen
in Zylinderkoordinaten durch die Fouriertransformation in ein reellwertiges Gleichungssystem für
die Mode 0 und N komplexwertige Gleichungssysteme mit 1  k  N , die über die Auswertung
der nichtlinearen Terme im physikalischen Raum untereinander gekoppelt sind:
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Die im physikalischen Raum vorliegende Lorentzkraft wird dabei auf die linke Seite des Glei-
chungssystems verschoben und zusammen mit dem nichtlinearen Term ausgewertet.
Für die Vorwärts- und Rückwärtstransformationen zwischen dem physikalischen und dem
Fourierraum werden im Code Semtex eine schnelle Fouriertransformation (FFT – fast Fourier
transformation) bzw. eine inverse FFT eingesetzt. In Boyd (2001), Kapitel 10 sind die entsprechen-
den FFT-Algorithmen ausführlich dargestellt. Daher sei an dieser Stelle nur Folgendes erwähnt:
Um in Umfangsrichtung eine Fourier-Spektralmethode der Ordnung N zu realisieren, werden ins-
gesamt N'D2NC2 meridionale Halbebenen benötigt. In der ersten Halbebene werden die Daten
der reellwertigen, nullten Mode gespeichert und für die restlichen Moden werden jeweils zwei
Halbebenen, eine für den Real- und eine für den Imaginärteil, benötigt. Die letzte Ebene ist für die
sogenannten Nyquist-Mode reserviert, da die Anwendung einer (inversen) FFT eine gerade Anzahl
an Datensätzen voraussetzt. Daher wird zusätzlich von der nächsthöheren Mode (Nyquist-Mode)
der Realteil hinzugenommen und dessen Anteil nach jeder Vorwärtstransformation gleich Null ge-
setzt.
In (3.9) sind die Impulserhaltungsgleichungen für die radiale und azimutale Richtung nicht nur
über die linearen Terme, sondern auch über die diffusiven Terme auf der rechten Seite der Glei-
chung gekoppelt. Durch Einführung von
Qvk D Ovk C i Owk und Qwk D Ovk   i Owk (3.10)
werden die linearen Terme diagonalisiert (Orszag & Patera, 1983), sprich die Kopplung löst sich
auf:
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Wie die obige Darstellung zeigt, verursacht die Verwendung von Zylinderkoordinaten an der Zy-
linderachse (rD0) geometrische Singularitäten der Form 1=r bzw. 1=r2. Durch eine Multiplika-
tion der Gleichungssysteme mit r und der Ausnutzung von @zrD0 lassen sich die geometrischen
Singularitäten an der Achse (rD0) zum Großteil eliminieren bzw. sind maximal noch vom Typ
1=r :
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Diese Operation wird auch als „Symmetrisierung“ bezeichnet, da dadurch die Ortsableitungen in
z-Richtung eine ähnliche Gestalt wie in r-Richtung annehmen.
Blackburn & Sherwin (2004) haben gezeigt, dass die verbleibenden Anteile der durch die geo-
metrischen Singularität resultierenden Terme an der Achse explizit zu Null gesetzt werden können,
ohne die spektrale Konvergenz zu zerstören. Folgende Randbedingungen an der Achse sind dabei
wesentlich für eine eindeutige Variationsformulierung von (3.12):
k D 0 W Qv0 D 0
k D 1 W Ou1 D Qv1 D Op1 D 0 (3.13)
k > 1 W Ouk D Qvk D Qwk D Opk D 0 :
Diese Bedingungen reichen jedoch nicht aus, um bei nicht axialsymmetrischen Strömungen eine
glatte Lösung entlang der Achse zu gewährleisten (Lopez et al., 2002). Daher werden sie in Semtex
um eine minimale Anzahl an Paritätsanforderungen ergänzt:
k D 0 W @r Ou0 D Qw0 D @r Op0 D 0 (3.14)
k D 1 W @r Qw1 D 0 :
Die Darstellung der Navier-Stokes-Gleichungen als Serie von N C 1 Gleichungssystemen im
Fourierraum gemäß (3.12) ist, bis auf die Behandlung der nichtlinearen, konvektiven Terme,
nur noch von der axialen und radialen Richtung abhängig. Für die Diskretisierung dieser bei-
den Raumrichtungen wird eine nodale Spektralelemente-Methode genutzt, auf deren Aspekte in
Abschnitt 3.1.4 eingegangen wird. Zuvor wird das verwendete Zeitintegrationsverfahren vorge-
stellt, da sich – aufgrund der expliziten Behandlung einzelner Terme – die verbleibenden, mit der
Spektralelemente-Methode zu lösenden Gleichungen auf ein Grundschema zurückführen lassen.
3.1.3 Semi-implizite Zeitintegration
Für die Zeitintegration der Navier-Stokes-Gleichungen wird in Semtex ein semi-implizites Ge-
schwindigkeitskorrekturverfahren verwendet, bei dem die konvektiven und die Kraftterme explizit
und die diffusiven Terme implizit behandelt werden (Karniadakis et al., 1991; Guermond et al.,
2006). Jeder Zeitschritt besteht aus drei Teilschritten:
1. Extrapolation der Geschwindigkeit, der nichtlinearen Terme und der Kraft aus vorherigen
Zeitschritten,
2. Berechnung des Drucks zum neuen Zeitpunkt und Aktualisierung des Druckgradienten und
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3. Geschwindigkeitskorrektur unter Berücksichtigung der viskosen Terme des neuen Zeit-
schritts.
Ausgehend von der allgemeinen Darstellung der Navier-Stokes-Gleichungen (3.1) sieht das Zeitin-
tegrationsverfahren J -ter Ordnung für die Berechnung der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt tnC1
wie folgt aus:
1: Eu? D
J 1X
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˛q Eun i  t
J 1X
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ˇi
h EN  Eun i   1

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Eu?? D Eu?   t

rpnC1
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Eu?? :
Die Wichtungskoeffizienten ˛i , ˇi und 0 sind für die Ordnungen J D1 bis 3 in Karniadakis et al.
(1991) bzw. Karniadakis & Sherwin (1999) zu finden. Für ein Zeitschrittverfahren 2. Ordnung, das
für die numerischen Simulationen in dieser Arbeit genutzt wurde, lauten die Koeffizienten
˛0 D 2; ˛1 D  1
2
; ˇ0 D 2; ˇ1 D  1 und 0 D 3
2
: (3.16)
Wie aus (3.15) ersichtlich wird, sind in jedem Zeitschritt eine Poissongleichung für die Bestim-
mung des Drucks und drei Helmholtzgleichungen für die einzelnen Geschwindigkeitskomponen-
ten zu lösen. Aufgrund der Fouriertransformation zerfallen diese dreidimensionalen Gleichungen,
wie im vorherigen Abschnitt dargelegt, in eine Serie von zweidimensionalen, komplexwertigen
Poisson- bzw. Helmholtzgleichungen (vgl. Blackburn & Sherwin (2004)). Für die diagonalisierten
und symmetrisierten Gleichungen (3.12) lauten die Poissongleichung für die k-te Mode im 2. Teil-
schritt des Zeitintegrationsverfahrens
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und die Helmholtzgleichungen im 3. Teilschritt
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Die dazugehörigen Randbedingungen ergeben sich aus den Randbedingungen des physikalischen
Problems und den Bedingungen (3.13) und (3.14) an der Zylinderachse.
3.1.4 Spektralelemente-Diskretisierung in axialer und radialer Richtung
Die Gleichungen (3.17) und (3.18) zur Bestimmung des Drucks und der Geschwindigkeit zum
neuen Zeitpunkt tnC1 haben die Form einer zweidimensionalen Helmholtzgleichung
@zr@z C @rr@r   kr

Ok D r Oqk : (3.19)
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Die Helmholtzkonstante k und die rechte Seite der Gleichung Oqk lauten beispielsweise für die
axiale Geschwindigkeitskomponente, d. h. OkD OunC1k ,
k D k
2
r2
C 0
t
und Oqk D   1
t
Ou??k : (3.20)
Die folgenden Unterabschnitte legen dar, wie dieser Typ Gleichung mithilfe einer Spektral-
elemente-Methode in Semtex gelöst wird.
3.1.4.1 Galerkin-Spektralelemente-Ansatz
Durch Multiplikation der Gleichung (3.19) mit einer Ansatzfunktion  und anschließender parti-
eller Integration über das Rechengebiet ˝ mit dem Rand   D NC D ergibt sich die zugehörige
VariationsgleichungZ
˝
r@z Ok@z C r@r Ok@r C kr Ok d˝ D  
Z
˝
r Oqk d˝ C
Z
 N
r Ohk d  : (3.21)
Das zweite Integral auf der rechten Seite der Gleichung resultiert aus den natürlichen Randbedin-
gungen @n OkD Ohk für die k-te Mode am Neumannrand  N. Die Randbedingungen an homogenen
Dirichleträndern  D treten nicht explizit in der Variationsgleichung auf, da die Ansatzfunktionen  
so gewählt werden, dass sie diese Bedingungen erfüllen. In Strömungen, in denen inhomogene Di-
richletränder existieren, z. B. bei Einströmrandbedingungen, ergibt sich durch eine Kondensation
der auf diesen Rändern liegenden Gitterpunkte für die restlichen Punkte eine zu (3.21) analoge
Gleichung, in der auf der rechten Seite ein bekannter Beitrag durch die Dirichletbedingungen hin-
zukommt (vgl. z. B. Karniadakis & Sherwin (1999)). Da in der hier betrachteten geschlossenen
Zylinderkonfiguration schlupffreie Randbedingungen für das Geschwindigkeitsfeld gelten, existie-
ren keine inhomogenen Dirichletbedingungen und werden daher nicht weiter berücksichtigt.
Das Gebiet ˝ wird in Ne nicht überlappende Elemente ˝e zerlegt. Die Funktionen Ok – und
analog dazu Oqk – werden in jedem Element durch ein Spektralansatz bestehend aus NP , reellwerti-
gen Basisfunktionen  em und den zugehörigen, komplexwertigen Koeffizienten Oek;m approximiert:
Ok.Ez/ 
NPX
mD1
Oek;m em.Ez/ für Ez D .z; r/ 2 ˝e : (3.22)
Für die Ansatzfunktionen  werden gemäß des Galerkinprinzips die gleichen Basisfunktionen ver-
wendet. Somit ergibt sich (3.21) zu
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mit 1  n  NP . Aufgrund der Vertauschbarkeit von Summation und Differentation bzw. Inte-
gration und nach einer Division der obigen Gleichung durch r reduzieren sich die zu lösenden
Teilgebietsintegrale zuZ
˝e
@z 
e
m@z 
e
n C @r em@r en d˝ D
Z
˝e
r em  r en d˝ DW .r em;r en/˝e (3.24)
und Z
˝e
 em 
e
n d˝ DW . em;  en/˝e für 1  m; n  NP : (3.25)
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Die Auswertung der Integrale (3.24) und (3.25) für allem und n liefert die nur von der meridionalen
Geometrie abhängigen und damit von der Wellenzahl k unabhängigen Element-Laplace- und die
Element-Massematrizen
LeŒm; n D .r em;r en/˝e und M eŒm; n D . em;  en/˝e (3.26)
mit der Dimension
Le; M e 2 qRNPNP : (3.27)
Folglich sind die diskretisierten Variationsgleichungen (3.24) äquivalent zum linearen Gleichungs-
system  
Le C kM e
 Oek DM e Oqek C Ohek (3.28)
mit OekŒm D Oek;m ; OqekŒm D Oqek;m und Oh
e
kŒn WD
Z
  eN
Ohk en d  :
Die genaue Darstellung der Elementmatrizen Le und M e und die Auswertung des Integrals über
dem Neumannrand hängt von der Wahl der Basisfunktionen  em ab.
3.1.4.2 Wahl der Basisfunktionen und Stützstellen in Semtex
Da die in Semtex verwendeten Elemente viereckig sind, bietet sich für die Basisfunktio-
nen ein Tensorproduktansatz aus eindimensionalen Polynomfunktionen an. Speziell werden die
Lagrange-Polynome i genutzt, die auf dem Standardintervall  1    1 für die Gauß-Lobatto-
Legendre(GLL)-Quadraturpunkte i , 0  i  P , definiert sind durch (Canuto et al., 1988)
i ./ D   .1   
2/l 0P ./
P.P C 1/.1   i /lP .i / für 0  i  P : (3.29)
Dabei steht lP für das Legendre-Polynom der Ordnung P mit
lP ./ D 1
2PP Š
dP
dP
.2   1/P : (3.30)
Die GLL-Quadraturpunkte sind Lösungen der Gleichung
.1   2/l 0P ./ D 0 : (3.31)
In der Abbildung 3.2 sind die GLL-Punkte und die zugehörigen Lagrange-Polynome für P D4
dargestellt.
Bei lexikographischer Nummerierung der Basisfunktion  em mit
m D m.i; j / D i C 1C j  P mit 0  i; j  P (3.32)
lauten die zugehörigen Tensorprodukte in den Viereckselementen (vgl. z. B. Karniadakis & Sher-
win (1999))
 em.Ez/ D i ..Ez//j ..Ez// für Ez D .z; r/ 2 ˝e (3.33)
mit den Transformationsvorschriften .Ez/ und .Ez/, die die Punktkoordinaten EzD.z; r/ auf die
zugehörigen Koordinaten ED.; / im Standardelement˝sD Œ 1; 1Œ 1; 1 abbilden. Für die zu
approximierende Funktion Ok – und analog für Oqk – ergibt sich somit für NP D.PC1/2:
Ok.Ez/ 
NPX
mD1
Oek;m em.Ez/ D
PX
i;jD0
Oek;iji ..Ez//j ..Ez// für Ez 2 ˝e : (3.34)
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Abbildung 3.2: GLL-Punkte i und GLL-Lagrange-Polynome i für die Ordnung P D4.
Die Koeffizienten Oe
k;ij
entsprechen dabei den Werten der zu diskretisierenden Funktion Ok an der
zu den Stützstellen Eij D.i ; j / des Standardelements zugeordneten Position Ez.Eij / im Element e:
Ok
 Ez.Eij / D Oek;ij für Ez.Eij / 2 ˝e : (3.35)
Die GLL-Lagrange-Polynome bilden eine nodale Basis (Canuto et al., 1988), das heißt:
i .j / D ıij D
(
1 für i D j
0 für i ¤ j : (3.36)
Da die GLL-Lagrange-Polynome nicht orthogonal zu einander stehen, würde eine exakte Aus-
wertung der Integrale (3.26) eine vollbesetzte Matrix liefern. Mithilfe der GLL-Quadraturregel ist
die Massematrix jedoch in eine Diagonalmatrix der Form
M e D diag.J eij !i !j / (3.37)
überführbar, wobei J eij die diskreten Werte der Jacobi-Determinate J
e D @z@r   @z@r , an den
Stützstellen Ez.Eij / sind und !i die GLL-Quadraturgewichte der Ordnung P darstellen mit
!i D 2
P.P C 1/.lP .i //2 : (3.38)
Die Element-Laplacematrizen Le sind für die GLL-Lagrange-Basis definiert durch
Le D DTzM eDz CDTrM eDr (3.39)
mit den Differentiationsmatrizen
Dz ;Dr 2 qRNPNP
mit Dz D diag
 
@z
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
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
D (3.40)
und Dr D diag
 
@r
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Eij

D C diag
 
@r
ˇˇ
Eij

D ;
wobei die zwei Differentiationsmatrizen des Standardelements ˝s gegeben sind durch
D Œm.i; j /; n.p; q/ D  0p.i /q.j / und DŒm.i; j /; n.p; q/ D p.i / 0q.j / : (3.41)
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Da aus der Eigenschaft (3.36) folgt, dass q.j /Dıqj und p.i /Dıpi gilt, lassen sich die 2D-
Standard-Differentiationsmatrizen blockweise aus der 1D-Standard-Differentiationsmatrix
D1D 2 qR.PC1/.PC1/
mit D1DŒi; j  D  0j .i / D
8ˆˆˆˆ
<ˆ
ˆˆˆ:
 1
4
P.P C 1/ für i D j D 0
lP .i /
.i j /lP .j / für i ¤ j
1
4
P.P C 1/ für i D j D P
0 sonst
(3.42)
konstruieren. Im Detail kann die hier in Kurzform dargestellte Zerlegung der 2D-Elementmatrizen
in 1D-Standardoperationen in Karniadakis & Sherwin (1999), Kapitel 4 nachgelesen werden. Dort
findet sich ebenfalls eine Beschreibung zur Implementierung der Neumann-Randintegrale, bei der
die entsprechenden Elementkanten in das Standardintervall Œ 1; 1 projiziert werden und anschlie-
ßend eine Integration mittels Standard-Gauß-Quadratur durchgeführt wird. In dieser Arbeit wird
darauf nicht näher eingegangen, da die Umsetzung der Technik der spektral verschwindenden Vis-
kosität in Semtex diese Randbehandlung nicht beeinflusst.
3.1.4.3 Assemblierung der Elementbeiträge
Die Helmholtzgleichungen (3.19) für die Bestimmung der drei Geschwindigkeitskomponenten und
des Drucks zum neuen Zeitpunkt sind global für die einzelnen meridionalen Halbebenen zu lö-
sen. Die eben gezeigten Operatormatrizen sind jedoch lokal, sprich elementweise definiert. Für
den Übergang von global zu lokal, und umgekehrt, wird für jedes Element eine Assemblierungs-
matrix A e mit der Dimension NP Nzr eingeführt, wobei Nzr die Anzahl der Datenpunkte auf
einer Halbebene angibt. Nzr ist kleiner als das Produkt aus NP und Nel , da die Randpunkte eines
Elements auch zu anderen Elementen gehören. Die Matrizen A e, 1  e  Nel , sind Boole’sche
Matrizen und definiert durch
A eŒi; j  D
(
1 falls j die globale Nummer des i -ten Datenpunktes in ˝e ist
0 sonst.
(3.43)
Mittels dieser Matrizen besteht folgender Zusammenhang zwischen einem globalen Matrix-Vektor-
Produkt und den zugehörigen elementweisen Operationen (Karniadakis & Sherwin, 1999), hier
dargestellt am Beispiel des Laplaceoperators:
L Ok D
NelX
eD1
 
.A e/TLe A e
 
.A e/T„ ƒ‚ …
A e .A e/TDI
Oek
 D NelX
eD1
.A e/TLe Oek : (3.44)
Wird diese Summation auf die elementweise definierten linearen Gleichungssysteme (3.28) ange-
wendet, liefert die Lösung von
NelX
eD1
.A e/T
 
Le C kM e
 Oek D NelX
eD1
.A e/T
 
M e Oqek C Oh
e
k

(3.45)
,  LC kM Ok DM Oqk C Ohk
die diskrete Lösung Ok der globalen Variationsgleichung (3.21), wobei die Matrizen L undM die
Dimension Nzr Nzr besitzen und die Vektoren Ok , Oqk und Ohk die Länge Nzr .
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3.1.4.4 Verfahren zur Lösung der linearen Gleichungssysteme
Für die Lösung von (3.45) stehen in Semtex ein direktes Lösungsverfahren auf Basis der Cholesky-
zerlegung sowie ein iteratives Verfahren, genauer das PCG-Verfahren (präkonditioniertes Verfahren
der konjugierten Gradienten – englisch: conjugate gradients), zur Verfügung. Für die Choleskyzer-
legung wird die globale Helmholtzmatrix benötigt, wohingegen beim PCG-Verfahren sämtliche
Matrix-Vektor-Operationen auf Elementebene stattfinden und nur einzelne Vektoren global auf-
summiert werden. Somit hängt die Entscheidung, ob das direkte oder das iterative Verfahren ver-
wendet wird, vorrangig von der Gitterauflösung der meridionalen Halbebenen ab: Für kleinere Git-
ter sollte sowohl für die Berechnung der drei Geschwindigkeitskomponenten als auch des Drucks
das direkte Verfahren gewählt werden, da die vier Choleskyzerlegungen nur ein einziges Mal zur
Beginn einer Simulation bestimmt werden und damit das direkte Verfahren schneller ist. Bei grö-
ßeren Gittern wächst der Speicherbedarf so stark an, dass es sowohl bzgl. des Speicherplatzes als
auch bzgl. der Rechenzeit von Vorteil ist, die Geschwindigkeit zum neuen Zeitpunkt iterativ zu
bestimmen. Für die Lösung der Druckgleichung empfiehlt es sich, stets den direkten Löser einzu-
setzen, da sich aufgrund der Inkompressibilität des Fluids lokale Änderungen der Geschwindigkeit
global auf den Druck auswirken und daher sehr viele PCG-Iterationsschritte von einem Zeitpunkt
zum nächsten notwendig wären.
3.2 Die Technik der spektral verschwindenden Viskosität
als Zugang für Large Eddy Simulationen
Mit der soeben beschriebenen Spektralelemente / Fourier-Spektralmethode lassen sich bei ausrei-
chender Gitterauflösung stabile Direkte Numerische Simulationen durchführen. Wie bereits in der
Einführung zu diesem Kapitel erwähnt, sind diese jedoch sehr rechenintensiv. Daher wurden ver-
schiedene Ansätze verfolgt, um auf Basis dieses Diskretisierungsverfahrens zuverlässige Large
Eddy Simulationen durchführen zu können.
Ausgehend von den Arbeiten von Schmidt & Blackburn (2001), Schmidt et al. (2001) und Black-
burn & Schmidt (2003), in denen sowohl ein statisches als auch ein dynamisches Smagorinsky-
Modell für kartesische Gitter in Semtex umgesetzt wurden, bot sich die Weiterentwicklung der
beiden Modelle für Zylinderkoordinaten an. Jedoch verliefen erste Tests wenig erfolgreich; die
Algorithmen erwiesen sich als nicht robust. Bereits bei vergleichenden Tests mit der kartesischen
Variante traten bei der LES einer turbulenten Kanalströmung numerische Instabilitäten auf, die aber
durch Feinjustierung der LES-Parameter und der Zeitschrittweite abgefangen werden konnten. In
den anschließenden, auf Zylinderkoordinaten basierenden Simulationen der Rohrströmung waren
die numerischen Instabilitäten aber so stark, dass keine Langzeitberechnungen zur Bestimmung der
Mittelwerte möglich waren. Mögliche Ursachen sind in der elementweisen Auswertung des Fein-
strukturterms bzw. in der Aufteilung der turbulenten Viskosität t gemäß Karniadakis et al. (1993)
zu suchen, bei der der konstante Anteil von t implizit und der zeitlich fluktuierende explizit be-
handelt werden. Diesen Aspekten wurde jedoch im Einzelnen nicht nachgegangen und der Ansatz,
LES auf Basis von Smagorinsky-Modellen durchzuführen, wurde nicht weiter verfolgt.
Als Alternative zu den Smagorinsky-Modellen wurde die Technik der spektral verschwinden-
den Viskosität (kurz: SVV) in Semtex implementiert. Diese Technik eröffnet einen konzeptionell
sehr einfachen LES-Zugang für Verfahren höherer Ordnung. Aufgrund ihrer stabilisierenden Wir-
kung – SVV wurde ursprünglich als Stabilisierungstechnik für die Lösung hyperbolischer Glei-
chungen eingeführt – liefert, wie sich weiter unten zeigen wird, die Kombination der Spektral-
elemente / Fourier-Spektralmethode mit SVV ein robustes Werkzeug, um Large Eddy Simulationen
durchzuführen.
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Im Folgenden wird, nach einem kurzen historischen Abriss, die in Semtex umgesetzte SVV-
Methode im Detail vorgestellt. Da diese Technik bis dato nur für Geometrien in kartesischen
Koordinaten bzw. in zylindrischen Konfigurationen unter Auslassung der Achsenregion verwen-
det wurde, schließt dieser Abschnitt mit einer umfangreichen Validierung an den Beispielen der
Kovasznay- und der Rohrströmung, bei denen die Achse Teil des Rechengebiets ist.
3.2.1 Bisherige Entwicklung
Die Technik der spektral verschwindenden Viskosität wurde 1989 von Tadmor (1989) einge-
führt, um Fourierapproximationen von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen zu stabilisieren. Die
Grundidee ist dabei, dass im Spektralraum eine zusätzliche Viskosität definiert wird, die ihr Ma-
ximum für die höchsten aufgelösten Wellenzahlen erreicht und für die kleinen Wellenzahlen un-
terhalb eines vorgegebenen Grenzwertes komplett „verschwindet“, d. h. gleich Null ist. Dadurch
wird eine Stabilisierung erzielt, ohne dass die Konvergenzeigenschaften des zugrunde liegenden
Diskretisierungsverfahrens zerstört werden. Maday et al. (1993) übertrugen SVV auf Legendre-
Spektralmethoden und führten eine glatte Kernfunktion für die spektrale Viskosität ein, die von
den meisten Autoren der darauffolgenden Arbeiten übernommen wurde. Karamanos & Karnia-
dakis (2000) implementierten sieben Jahre später diese Technik in eine Jacobi-Spektralelemente-
Diskretisierung zur Lösung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und nutzten sie, um
LES für die turbulente Kanalströmung durchzuführen. Xu & Pasquetti (2004) übertrugen die
SVV-Technik auf eine nodale Spektralelemente-Methode und untersuchten den Einfluss der SVV-
Parameter auf Zylinderumströmungen mit hohen Reynoldszahlen. Sie zeigten, dass diese Strö-
mungssimulationen sehr robust liefen und zuverlässige Ergebnisse lieferten. In den folgenden Jah-
ren wurde SVV von verschiedenen Wissenschaftlern erfolgreich für Large Eddy Simulationen ein-
gesetzt (Kirby & Karniadakis, 2002; Pasquetti, 2005, 2006; Kirby & Sherwin, 2006; Minguez
et al., 2009), um beispielsweise Körperumströmungen von Zylindern, Tragflügeln oder auch dem
Ahmedkörper zu untersuchen. Dabei wurde stets auf die einfache Umsetzbarkeit von SVV in einen
beliebigen CFD-Code höherer Ordnung und auf den Erhalt der spektralen Konvergenz verwie-
sen. Besonders die letztgenannte Eigenschaft macht SVV zu einem geeigneten LES-Zugang, um
transitionelle bzw. turbulente Strömungen mit transitionellen oder sogar laminaren Zonen zu unter-
suchen.
Wie bereits mehrfach erwähnt, stehen in dieser Arbeit axialsymmetrische Konfigurationen im
Mittelpunkt. Daher wird eine SVV-Formulierung für Zylinderkoordinaten benötigt. Nach Wis-
sen der Autorin gibt es nur die Arbeitsgruppe um E. Serre, die einen entsprechenden Zu-
gang für rotationssymmetrische Geometrien untersucht haben (Séverac & Serre, 2007; Pasquetti
et al., 2008; Poncet & Serre, 2009). In dieser Gruppe wurde SVV in eine Chebychev-Fourier-
Spektralmethode integriert und erfolgreich für die Simulation turbulenter Strömungen in einer
Rotor-Stator-Konfiguration inklusive Wärmetransport angewendet. Jedoch sind all diese Studien
auf ringförmige Gebiete beschränkt, so dass die in diesen Arbeiten erzielten Erkenntnisse nicht oh-
ne weiteres auf Strömungsprobleme übertragen werden können, die die Achsenregion einschließen.
Wie weiter unten gezeigt wird, weist der in Séverac & Serre (2007) vorgestellte Ansatz einen Ver-
lust an azimutaler SVV-Stabilisierung in Achsennähe auf, wodurch Instabilitäten in diesem Bereich
auftreten können.
An diesem Punkt setzen nun die folgenden Untersuchungen an. Ziel ist es, die Technik der
spektral verschwindenden Viskosität für axialsymmetrische Konfigurationen ohne Auslassung der
Achse anzupassen und Ansätze zu diskutieren, mittels denen Instabilitäten in dieser Region ver-
mieden werden können.
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3.2.2 Anpassung auf die Spektralelemente / Fourier-Spektralmethode
Dieser Abschnitt gibt eine detaillierte Beschreibung über die Integration der SVV-Technik in den
Spektralelemente / Fourier-Spektral-Code Semtex. Dazu werden zu Beginn die grundlegenden Prin-
zipien von SVV am Beispiel der eindimensionalen Diffusionsgleichung erläutert. Darauf aufbau-
end, werden die einzelnen Aspekte der Implementierung diskutiert, die sich aufgrund der Verwen-
dung von Zylinderkoordinaten für die Lösung von dreidimensionalen, inkompressiblen Strömungs-
problemen ergeben. Im dritten Unterabschnitt werden – als ein potentielles „Heilmittel“ gegen die
Instabilitäten im Zentrum des Zylinders – Modifikationen der SVV-Kernfunktion eingeführt, die
eine höhere Stabilisierung im Achsenbereich bieten.
3.2.2.1 Grundlagen der SVV-Technik
Um die Prinzipien der Technik der spektral verschwindenden Viskosität darzulegen, bedarf es nicht
von Anfang an der dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen, sondern ist es ausreichend, sich
die eindimensionale Diffusionsgleichung
@t D @x@x (3.46)
anzuschauen. Wie in Abschnitt 3.1.2, Gleichung (3.6), gezeigt, zerfällt die skalare Funktion  bei
einer Diskretisierung mittels Fouriermethode in ihre komplexen Fouriermoden Ok . Unter Berück-
sichtigung von @x.:/kD ik.:/k liefert die Fouriertransformation der Diffusionsgleichung (3.46) so-
mit
@t Ok D  k2 Ok mit  1  k  1 : (3.47)
Die Grundidee von SVV beruht nun darauf, einen spektralen Viskositätsterm zur Ausgangsglei-
chung hinzuzufügen, der für kleine Wellenzahlen gleich Null ist und für die höchsten Wellenzahlen
maximal ist. Erreicht wird dies durch eine Ausweitung des Diffusionsausdrucks auf der rechten
Seite von (3.47) um den Term " OQk:
@t Ok D  . C " OQk/k2 Ok : (3.48)
Dabei gibt die Konstante " die maximale Amplitude der spektralen Viskosität an und OQk ist eine
modale Formfunktion, die auch als SVV-Kern bezeichnet wird. Die Multiplikation mit OQk im spek-
tralen Raum entspricht im physikalischen einer Faltung mitQ. Folglich lautet die SVV-stabilisierte
Diffusionsgleichung im physikalischen Raum
@t D @x@x C "@x.Q  @x/ ; (3.49)
wobei  den Faltungsoperator symbolisiert.
An dieser Stelle sei daran erinnert, dass bei der Lösung der Strömungsgleichungen nur eine
endliche Anzahl an Moden mit positiven Wellenzahlen berücksichtigt wird (vgl. Abschnitt 3.1.2).
Dementsprechend wird auch der SVV-Kern OQk nur für Wellenzahlen im Bereich von 0  k  N
definiert. (Zur Erinnerung: N gibt die Wellenzahl der höchsten, berücksichtigten Fouriermode an.)
Die meisten Autoren folgten bei der Wahl der Kernfunktion Maday et al. (1993) und verwendeten
OQk D OQ.k/ D exp

  .N   k/
2
.M   k/2

; M < k  N (3.50)
und OQkD0 für 0kM , wobeiM die Mode angibt, ab dem SVV aktiv wird. Da im Verlauf dieser
Arbeit Modifikationen an dieser Funktion vorgenommen werden, wird diese Form im Weiteren
als „Standard-SVV-Kern“ bezeichnet. Die Abbildung 3.3 zeigt die Funktion OQk für N D31 und
verschiedene M .
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Abbildung 3.3: Standard-SVV-Kernfunktion in Abhängigkeit von der Wellenzahl.
Bei Anwendung der nodalen Spektralelemente-Methode auf die Diffusionsgleichung (3.46) wird
das Rechengebiet in mehrere Elemente aufgeteilt und auf jedem der Elemente für das Skalar  ein
Polynomansatz mittels der nodalen Basis durchgeführt (vgl. Abschnitt 3.1.4). Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit gehen die nachfolgenden Betrachtungen von einer Ein-Element-Diskretisierung
auf dem Standardintervall Œ 1; 1 aus. Somit entspricht die räumliche Richtung x der Standard-
koordinate  . Des Weiteren werden homogene Randbedingungen, entweder Dirichlet- oder Neu-
mannbedingungen, angenommen.
Mithilfe der GLL-Lagrange-Polynome i gemäß (3.29) lautet die Projektion im eindimensiona-
len Fall
.x; t/ bD .; t/  PX
iD0
i .t/i ./ ; (3.51)
wobei i den Wert von  an der Stelle i angibt und die Koordinaten i (0  i  P ) die GLL-
Punkte für den Polynomgrad P darstellen. Mit
Pi .t/ D ddt i .t/ und 
0
i ./ D
d
dx
i ./ (3.52)
liefert der Galerkinansatz von (3.46)
1Z
 1
 PX
iD0
Pii

j d˝ D  
1Z
 1
 PX
iD0
i
0
i

 0j d˝ : (3.53)
Unter Ausnutzung der Matrix-Vektor-Schreibweise kann diese Gleichung auch umformuliert wer-
den zu
PX
iD0
PŒi M1DŒi; j  D  
PX
iD0
Œi  L1DŒi; j  (3.54)
mit der 1D-Standard-Massematrix M1D und der 1D-Standard-Laplacematrix L1D, die definiert
sind über
M1DŒi; j  D
1Z
 1
ij d˝ und L1DŒi; j  D
1Z
 1
 0i 0j d˝ für 0  i; j  P : (3.55)
Analog zum zweidimensionalen Fall ist die Massematrix unter Berücksichtigung der GLL-
Quadraturregel eine Diagonalmatrix, bei der die Quadraturgewichte !i die Diagonale bilden. Die
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Abbildung 3.4: GLL-Lagrange-Polynome 0 bis 4 (links) und Legendre-Polynome l0 bis l4
(rechts) für die Ordnung P D4.
Laplacematrix setzt sich aus den Gewichten und der 1D-Standard-DifferentiationsmatrixD1D (De-
finition siehe (3.42)) zusammen:
L1DŒi; j  D
PX
lD0
!lD
1DŒl; i D1DŒl; j  : (3.56)
Bei der Integration der SVV-Technik in eine nodale Spektralelemente-Methode sind zwei Aspek-
te zu berücksichtigen. Erstens ist die GLL-Lagrange-Basis nicht hierarchisch1. Daher ist eine Pro-
jektion in einen modalen und damit hierarchisch strukturierten Raum notwendig, bevor eine spek-
trale Viskosität zur Gleichung (3.53) hinzugefügt werden kann. Dies lässt sich durch eine Ab-
bildung aus dem physikalischen, nodalen Raum mit den Ansatzfunktionen i in den spektralen
Legendre-Raum realisieren, der durch die Legendre-Polynome li aufgespannt wird (Canuto et al.,
1988). Die Abbildung 3.4 zeigt exemplarisch für einen Polynomgrad von 4 die GLL-Lagrange-
und die Legendre-Basis im Vergleich. Die zugehörige Transformationsmatrix V mit
V Œi; j  D lj .i / (3.57)
wird in der Literatur verschiedenartig bezeichnet, entweder als DPT-Matrix (DPT – diskrete, poly-
nominale Transformation) (Canuto et al., 1988; Boyd, 2001) oder auch als verallgemeinerte Van-
dermonde’sche Matrix (Karniadakis & Sherwin, 2005). Zweitens ist die Laplacematrix L1D sym-
metrisch und positiv definit (Karniadakis & Sherwin, 2005). Somit ist es erforderlich, dass die
Stabilisierung mittels SVV die Symmetrie bewahrt.
Um beide Anforderungen zu erfüllen, haben Xu & Pasquetti (2004) eine symmetrische Formu-
lierung eingeführt, bei der der SVV-Kern durch Radizieren in zwei gleiche Teile zerlegt und im
Anschluss, eingebettet zwischen der DPT-Matrix und ihrer Inversen, auf die beiden 1D-Standard-
Differentiationsmatrizen in Gleichung (3.56) angewendet wird. Die modifizierte Differentiations-
matrix lautet folglich
D1DSVV D V  1diag

1C "

OQk
1=2
V D1D ; (3.58)
wobei hier OQk , kD0 bis P , die Koeffizienten des SVV-Kerns im Legendre-Raum darstellen. Diese
werden in der gleichen Weise berechnet wie beim Fourieransatz (vgl. Gleichung (3.50)), nur dass
in diesem Fall die Polynomordnung P die höchste Fourier-Wellenzahl N ersetzt.
1Eine Basis ist hierarchisch, wenn die Definition der einzelnen Funktionen unabhängig von der Ansatzordnung ist und
der Übergang von der Ordnung P zur nächsthöheren Ordnung PC1 durch Hinzunahme einer einzigen Funktion
erfolgt.
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Wie die letzten Absätze gezeigt haben, verläuft die Integration von SVV für Spektralelemente
nicht so geradlinig wie für die Fouriermethode und besitzt kein direktes Gegenstück im physi-
kalischen Raum, wie die globale Faltung im Falle des Fourier-Spektralansatzes. Die Prinzipien
sind jedoch für beide Diskretisierungsmethoden gleich. Um die sich im nächsten Unterabschnitt
anschließende Diskussion über die Anwendung von SVV auf die Spektralelemente / Fourier-
Spektralmethode zu vereinfachen, wird folgende Notation für die SVV-Stabilisierung eingeführt:
"@xQ@x : (3.59)
Hierbei ist Q als symbolischer Operator aufzufassen. Die Auswertung des Terms erfolgt entspre-
chend des gewählten Diskretisierungsverfahrens. Abhängig vom Diskretisierungsverfahren ist der
Term wie oben beschrieben auszuwerten. In beiden Fällen – sowohl bei der Fouriermethode als
auch bei der Spektralelemente-Methode – erfordert die Implementierung von SVV nur minimale
Änderungen des Lösungsalgorithmus. Im ersten Fall ist einzig der Wert k2 für jede Mode separat
anzupassen. Für das zweite Verfahren ist die Standard-Differentiationsmatrix einmalig zu Beginn
einer Simulation zu modifizieren. Somit bleibt die Rechenzeit für einen direkten Lösungsschritt
bzw. einen Iterationsschritt annähernd konstant.
3.2.2.2 Einbettung der SVV-Technik in den Strömungslöser Semtex
Wie im vorherigen Abschnitt deutlich wurde, beeinflusst die Hinzunahme von SVV ausschließ-
lich den Diffusionsterm einer Differentialgleichung. Für die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen lautet dieser in Zylinderkoordinaten (vgl. Abschnitt 3.1.1, Gleichung (3.2)):
r2 Eu D Eu   
r2
24 0v C 2@'w
w   2@'v
35 (3.60)
mit
  @z@z C 1
r
@rr@r C 1
r2
@'@' : (3.61)
Die Fouriertransformation mit anschließender Diagonalisierung mittels Übergang zu den Grö-
ßen Qvk D Ovk C i Owk und Qwk D Ovk   i Owk und Symmetrisierung gemäß den Darstellungen in (3.9),
(3.11) und (3.12) liefert
r
r2 Eu
k
D
264
 
@zr@z C @rr@r   k2r
 Ouk 
@zr@z C @rr@r   .kC1/2r
 Qvk 
@zr@z C @rr@r   .k 1/2r
 Qwk
375 : (3.62)
Den Arbeiten von Xu & Pasquetti (2004) und Séverac & Serre (2007) folgend, kommt ein dia-
gonaler SVV-Tensor zum Einsatz, d. h. in jeder Koordinatenrichtung wird SVV über eine eigene
Intensität " und eine eigene Kernfunktion Q gesteuert:
E" EQ D diag "zQz; "rQr ; "'Q' : (3.63)
Der resultierende, spektrale Viskositätsterm lautet somit in symbolischer Schreibweise
r  E" EQrEu D SVV Eu   "'
r2
24 0Q'.v C 2@'w/
Q'.w   2@'v/
35 (3.64)
mit
SVV  "z@zQz@z C "r
r
@rrQr@r C "'
r2
@'Q'@' : (3.65)
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Da die Diagonalisierung und die Symmetrisierung lineare Operationen sind, verläuft die Transfor-
mation des SVV-Terms (3.64) in Fourierrichtung analog zu der des physikalischen Diffusionsterms.
Die Kombination beider Terme ergibt
r
h
r2 EuCr  E" EQrEu
i
k
D 
264
 
@zr@
SVV
z C @rr@ SVVr   k
2
r
.1C "'

OQ';k/
 Ouk 
@zr@
SVV
z C @rr@ SVVr   .kC1/
2
r
.1C "'

OQ';k/
 Qvk 
@zr@
SVV
z C @rr@ SVVr   .k 1/
2
r
.1C "'

OQ';k/
 Qwk
375 ; (3.66)
wobei OQ';k den Fourier-transformierten, azimuthalen SVV-Kern repräsentiert und
@zr@
SVV
z D @zr.1C "z Qz/@z und @rr@ SVVr D @rr.1C "r Qr/@r (3.67)
die im vorherigen Unterabschnitt beschriebenen SVV-Modifikationen in den Spektralelemente-
Richtungen darstellen. Aufgrund der Nutzung von Viereckselementen erlaubt die Tensorstruktur
der Polynombasis eine effiziente Auswertung der Ableitungen, die als Serien von eindimensiona-
len Operationen darstellbar sind. Insbesondere setzen sich, wie in Abschnitt 3.1.4.2 erläutert, die
zweidimensionalen Differentiationsmatrizen aus einer mehrfachen Kombination der 1D-Standard-
Differentiationsmatrix zusammen. Folglich ist nur eine Erweiterung dieser Matrix gemäß Glei-
chung (3.58) erforderlich, um SVV in die Spektralelemente-Richtungen zu integrieren.
3.2.2.3 Modifikation der Kernfunktion in azimutaler Richtung
An dieser Stelle ist ein detaillierter Blick auf die Wechselbeziehung von Wellenzahl und Wellen-
länge notwendig. In kartesischen Koordinaten ist jeder Wellenzahl k eine eindeutige Wellenlänge 
zugeordnet. Die Umrechnung erfolgt über D 2L=k. Hierbei repräsentiert L eine geometrische
Referenzlänge. Infolgedessen werden Wellen der Länge  gleichmäßig mittels der spektralen Vis-
kosität " OQ.k/ gedämpft. Mit dem Übergang zu Zylinderkoordinaten gilt diese Beziehung nur noch
für die axiale und die radiale Richtung. In Umfangsrichtung hingegen ist die Wellenlänge gegeben
durch D2r=k, d. h. für eine feste Wellenzahl variiert die Wellenlänge linear mit dem Radius.
Daraus folgt, dass die Wirksamkeit der azimutalen spektralen Viskosität "' OQ'.k/ in Bezug auf die
Strömung von der radialen Position abhängt. Um diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, wird
OQ'; mit
OQ'; D OQ'.k.; r// D OQ'
 
2r

(3.68)
eingeführt. Da nur das Verhältnis von  und r benötigt wird, ist diese Gleichung äquivalent zu
OQ'; D OQ'
 
2r

(3.69)
mit der dimensionslosen Wellenlänge D=R und dem Radius rDr=R, wobeiR ein beliebiger
Referenzradius sein kann. In der vorliegenden Arbeit ist die Bezugsgröße immer der Zylinderradi-
us. In der Abbildung 3.5 sind zum Vergleich OQ';k und OQ'; für N D31 und M D16 gegenüber-
gestellt. Aus den Grafiken wird ersichtlich, dass die Wellenlänge M D2r=M , über der OQ';
nicht mehr aktiv ist, unendlich klein wird, wenn r gegen Null strebt. Darüber hinaus kann gezeigt
werden, dass für r<M=N der Wert von M unter die kürzeste Wellenlänge minD 2=N fällt,
welche auf der äußersten radialen Position aufgelöst wird. Für beispielsweise M DN=2 bedeutet
dies, dass die SVV-Stabilisierung in Umfangsrichtung für r < 1=2 faktisch nicht mehr wirksam
ist. Infolgedessen können sich Strukturen mit Längenskalen der Größenordnung min in der Ach-
senregion ansammeln und möglicherweise das numerische Verfahren destabilisieren bzw. das phy-
sikalische Problem verfälschen. Schwankungen dieser Art traten tatsächlich bei den numerischen
Studien auf und werden weiter unten im Detail diskutiert.
Um die Instabilitäten im Achsenbereich zu verringern, die im Zusammenhang mit der radial
unausgeglichenen Dämpfung bei Verwendung des Standard-Kerns entstehen, werden in den fol-
genden Strömungsuntersuchungen zusätzlich drei modifizierte Formfunktionen betrachtet:
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Abbildung 3.5: Standard-SVV-Kernfunktion in Abhängigkeit von der Wellenzahl (links) bzw. der
dimensionslosen Wellenlänge (rechts) für N D31 und M D16.
 Q1 – Verringerung der Aktivierungsmode M :
OQ.1/
';k
D exp

  .N   k/
2
.Mr   k/2

(3.70)
für Mr  k  N . Hierbei wird der dimensionslose Radius r genutzt, da N , M und k
ganzzahlige Größen sind und keine Einheiten besitzen.
 Q2 – Verschiebung der Formfunktion:
OQ.2/
';k
D exp

 .N  M.1   r
/   k/2
.Mr   k/2

(3.71)
für MrkN M.1 r/ und OQ.2/
';k
D1 für k>N M.1 r/.
 Q3 – Formulierung basierend auf der Wellenlänge:
OQ.3/
';k
D exp

  .Nr
   k/2
.Mr   k/2

(3.72)
für MrkNr und OQ.3/
';k
D1 für k>Nr.
Die Abbildung 3.6 zeigt die modifizierten Kerne sowohl als Funktion von der Wellenzahl als auch
von der Wellenlänge.
Im Vergleich zum Standardkern erzielen Q1 und Q2 graduelle Erhöhungen der spektralen Vis-
kosität im Bereich nahe der Achse. Dennoch verschwindet auch in diesen beiden Fällen die Sta-
bilisierung, wenn r gegen Null strebt. Im Gegensatz dazu, hängt Q3 direkt von der azimutalen
Wellenlänge ab. Dies lässt eine gleichmäßige, von der radialen Position unabhängige Dämpfung
der Wellen vermuten, bringt jedoch im Wellenzahlbereich starke Gradienten nahe der Achse mit
sich.
3.2.3 Validierung am Beispiel der Kovasznay- und der Rohrströmung
In diesem Abschnitt wird die Technik der spektral verschwindenden Viskosität auf zwei repräsen-
tative Strömungsprobleme angewendet: Im ersten Fall werden mithilfe der Kovasznayströmung die
Konvergenzeigenschaften der SVV-Methode und der verschiedenen Kernfunktionen untersucht. Da
das zugrunde liegende numerische Verfahren, wie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwähnt, spek-
tral konvergiert, ist es wünschenswert, dass diese Eigenschaft auch bei der Hinzunahme von SVV
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Abbildung 3.6: Modifizierte SVV-Kernfunktionen in Abhängigkeit von der Wellenzahl (links)
bzw. der dimensionslosen Wellenlänge (rechts) für N D31 und M D16.
erhalten bleibt. Im Anschluss werden Large Eddy Simulationen für eine turbulente Rohrströmung,
einem klassischen Testfall für Konfigurationen in Zylinderkoordinaten, durchgeführt und analy-
siert. Im Besonderen ist es hierbei von Interesse, inwieweit die Modifikationen des SVV-Kerns
oder eine Anpassung der räumlichen Auflösung einen Einfluss auf die Strömungseigenschaften
nahe der Achse haben. Zum Abschluss werden die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst und
Hinweise zu deren Übertragbarkeit auf andere Konfigurationen, insbesondere bezogen auf die in
dieser Arbeit diskutierten MHD-Strömungen, gegeben.
Bevor die Resultate vorgestellt und diskutiert werden, soll an dieser Stelle folgende Vereinba-
rung eingeführt werden: Da in beiden Spektralelemente-Richtungen, d. h. in der axialen und der
radialen Richtung, aufgrund der Implementierung immer der gleiche Polynomgrad zum Einsatz
kommt, wird in diesen beiden Raumrichtungen eine identische SVV-Parametrisierung vorgenom-
men, d. h. MzDMr und "zD"r . Damit kontrollieren effektiv nur zwei Parameter die spektral ver-
schwindende Viskosität in den Spektralelemente-Richtungen, welche im folgenden mit Mzr und
"zr bezeichnet werden.
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3.2.3.1 Konvergenzstudie
Für die Untersuchung der Konvergenzeigenschaften in den drei Raumrichtungen wird die Kovasz-
nayströmung betrachtet. Die exakte Lösung dieser Strömung, die ursprünglich für zweidimensio-
nale, kartesische Koordinaten entwickelt worden war (Kovasznay, 1948), lässt sich zu einem drei-
dimensionalen Testfall für Zylinderkoordinaten wie folgt erweitern (Blackburn & Sherwin, 2004):
u D1   exp  z/ cos.2Œr cos.' C /C
v D 1
2
 exp.z/ sin
 
2Œr cos.' C /C cos.' C / (3.73)
w D  1
2
 exp.z/ sin
 
2Œr cos.' C /C sin.' C /
p D1
2
 
1   exp.z/ :
Hierbei ist  D Re=2  
q
Re=42 C 42 mit der Reynoldszahl Re. Die Einführung der Parameter
 und  ermöglicht eine beliebige Verschiebung bzw. Rotation um die Zylinderachse. Die Abbil-
dung 3.7 illustriert dieses dreidimensionale Testproblem. Eine Verschiebung ¤0 erzwingt, dass
die Strömung die Achse durchquert, und eine Rotation  , die ein irrationales Vielfaches von  ist,
stellt sicher, dass sowohl die Real- als auch Imaginärteile aller Moden einbezogen werden.
Abbildung 3.7: Zylindrische Kovasznayströmung bei ReD 40 in einem Bereich von z2 Œ 0;5I 1
und r 2 Œ0I 0;5. Die Stromlinien sind von 0;7 bis 0;7mit einer Schrittweite von 0;15 dargestellt.
Gestrichelte Linien kennzeichnen negative Werte.
Die für die Konvergenztests verwendeten Parameter lauten D0;1, D0;75 und ReD40. Bei
dieser Reynoldszahl ist die Strömung laminar. Das Rechengebiet ist in 2NC2 meridionale Halb-
ebenen aufgeteilt, so dass auch hier N die Wellenzahl der höchsten aufgelösten Mode wieder-
gibt. Jede Halbebene ist mittels eines nicht-orthogonalen und aus sieben Elementen bestehenden
Gitters diskretisiert. In Abbildung 3.8 sind dieses Spektralelemente-Gitter und die internen Git-
terknoten exemplarisch für einen Polynomgrad von P D6 gezeigt. Weiterhin werden Dirichlet-
Randbedingungen auf allen äußeren (nicht axialen) Gitterpunkten angesetzt. Für jede Interpola-
tionsordnung (P undN ) liefert das exakte Geschwindigkeitsfeld die Startlösung. Davon ausgehend
wird das Testproblem solange über die Zeit integriert, bis ein stationärer Zustand erreicht ist. Der
für die Konvergenzstudien betrachtete Fehler ist gleich der maximalen Abweichung der stationären
Lösung von der exakten. Dabei dient die axiale Geschwindigkeitskomponente als Referenz.
Es wurden zwei Studien durchgeführt, um die Konvergenzeigenschaften der SVV-Stabilisierung
separat für die Spektralelemente-Diskretisierung und die Fouriermethode zu untersuchen. Die erste
dient zur Validierung der SVV-Implementierung in den meridionalen Richtungen. Der Polynom-
grad der Spektralelemente variiert dafür zwischen P D2 und P D18, wohingegen die Anzahl an
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Abbildung 3.8: Für die Konvergenztests verwendetes Spektralelemente-Gitter für P D6.
Fouriermoden in Umgangsrichtung mitN D24 konstant bleibt. Diese hohe Modenzahl stellt sicher,
das der Fehler von der Spektralelemente-Diskretisierung dominiert wird. In dieser Studie ist SVV
nur in die Spektralelemente-Richtungen aktiviert, da die azimutale Richtung vollständig aufgelöst
ist. Die SVV-Parameter sind gemäß Xu & Pasquetti (2004) berechnet: MzrDP=2 und "zrD1=P .
Alternative Parametrisierungen, z. B. mit MzrD2
p
PC1 und "zrD1=.PC1/ (Kirby & Sherwin,
2006), liefern vergleichbare Ergebnisse. In der Abbildung 3.9a ist der Fehler über P aufgetragen,
sowohl für die Ausgangsimplementierung ohne SVV und für den Fall, dass SVV aktiv ist. Wie
bereits durch vorherige Autoren gezeigt, verringert die Hinzunahme der spektralen Viskosität die
Konvergenzrate, zerstört sie jedoch nicht.
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Abbildung 3.9: Ergebnisse der Konvergenzstudie. Entweder variiert der Polynomgrad in den
Spektralelemente-Richtungen bei konstanter Auflösung in Umfangsrichtung mit N D24 (links)
oder die Anzahl an Fouriermoden steigt bei festem P D14 (rechts).
In der zweiten Testreihe ist der Polynomgrad festgesetzt bei P D14 und die Anzahl der Fourier-
moden variiert. Hierbei werden neben dem Standardkern, der im Weiteren auch als Qs bezeichnet
wird, die Modifikationen Q1, Q2 und Q3 mit einbezogen. Die SVV-Parameter skalieren wie oben
beschrieben, d. h. M'DN=2 und "'D1=N . In der Abbildung 3.9b sind die Ergebnisse zusam-
mengefasst: Die Standard-Kernfunktion Qs verhält sich wie in der ersten Testserie, in der P vari-
iert wurde. Die Anwendung der Kerne Q1 bis Q3 reduziert im Vergleich zu Qs die Konvergenzrate
nochmals. Dies lässt sich auf die Tatsache zurückführen, dass in diesen Fällen die Anzahl der stabi-
lisierten Moden mit kleiner werdendem Radius steigt. Folglich erzielt SVV insgesamt eine stärkere
Wirkung als für den Standardkern. Im Fall von Q1 ist die Veränderung der Konvergenzrate margi-
nal, da OQ.1/
';k
auch für kleine Radien sehr ähnlich zu OQ'; ist, wie die Abbildungen 3.5 und 3.6 im
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vorherigen Unterabschnitt deutlich illustrieren. Mit der zweiten Kernmodifikation, Q2, konvergiert
das Verfahren ebenfalls spektral, jedoch mit einer signifikant geringeren Rate. Mit Blick auf die
deutlich höhere Diffusion im Achsenbereich, die von Q2 aufgeprägt wird, ist diese Beobachtung
nicht überraschend. Im Gegensatz dazu ist Q3 nicht in der Lage, die spektrale Konvergenz zu er-
halten. Es ist zu vermuten, dass der Grund für dieses Verhalten in der Diskretisierung der steilen
Gradienten nahe der Achse liegt oder auch an der Tatsache, dass direkt auf der Achse sämtliche
Moden einer Dämpfung durch die spektrale Viskosität ausgesetzt sind, unabhängig von der Wahl
der ParameterM' und "' . Aufgrund dieser Erkenntnisse werden für die LES-Studien auf Basis der
turbulenten Rohrströmung nur die Kerne Qs, Q1 und Q2 einbezogen.
3.2.3.2 Turbulente Rohrströmung
Das zweite Fallbeispiel ist eine turbulente Rohrströmung für eine Reynoldszahl von ReDD10 000
(bezogen auf den Durchmesser und die über den Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit). Der kri-
tische Wert liegt für diese Konfiguration bei etwa ReD2300 (Schlichting & Gersten, 1997). Zur
Illustration der Strömung ist in Abbildung 3.10 eine instantane Aufnahme der axialen Geschwin-
digkeit für eine Halbebene dargestellt.
Abbildung 3.10: Momentaufnahme der axialen Geschwindigkeit in einer DNS für eine meridio-
nale Halbebene. Für die Normierung der Geschwindigkeit dienten der Durchmesser D und die
mittlere Achsengeschwindigkeit U0 als Referenzgrößen.
Ziel dieser Studie ist es zu untersuchen, ob die Technik der spektral verschwindenden Viskosität
stabile Large Eddy Simulationen in zylindrischen Konfigurationen ermöglicht und welche Aspek-
te von Bedeutung sind, um zuverlässige Ergebnisse zu produzieren. In allen Simulationen wird
ein Rohr mit einem Durchmesser von DD2RD1 und einer Länge von LD4R betrachtet. Des
Weiteren werden schlupffreie Ränder entlang der Wand und periodische Randbedingungen in Strö-
mungsrichtung angesetzt. Als Referenz dienen die Ergebnisse einer DNS. Dessen Gitter besteht
aus 320 Halbebenen in Umfangsrichtung (d. h. N D159) und 308 Spektralelementen mit P D10
in axialer und radialer Richtung (vgl. Abb. 3.11). Die Erstellung des Gitters richtete sich nach den
Richtlinien von Piomelli (1997). Außerdem wurde für das DNS-Gitter als auch für die weiter unten
beschriebenen wandauflösenden LES-Gitter dieselbe Strategie verfolgt, die in Schmidt et al. (2001)
und Blackburn & Schmidt (2003) erfolgreich war: Das erste Element überspannt die viskose Un-
terschicht und ein weiteres die sogenannte Pufferzone, in der die Produktion an turbulenter Energie
am größten ist. Die Größe der restlichen Elemente, die den Bereich bis zur Achse auffüllen, ergibt
sich aus einer geometrischen Progression mit dem Streckungsfaktor 1;2.
DNS-Gitter
LES-Gitter
Abbildung 3.11: DNS- und LES-Spektralelemente-Gitter ohne innere Knoten.
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Abbildung 3.12: Vergleich der mittleren Geschwindigkeit UC (links) und der RMS-Fluktuationen
(rechts) in Strom- und in Wandnormalen-Richtung, u0C und v0C, basierend auf DNS und LDA-
Messungen.
Zur Verifikation der DNS-Ergebnisse werden in Abbildung 3.12 die mittlere Strömung
und die Fluktuationsgrößen in (axialer) Strom- und (radialer) Wandnormalen-Richtung mit
Messdaten von den Toonder & Nieuwstadt (1997) verglichen. Diese Autoren führten Laser-
Doppler-Anemometer(LDA)-Messungen in einer rezirkulierenden Versuchsanlage durch. Die Ab-
bildung 3.12 präsentiert die zeitgemittelte Geschwindigkeit U in Stromrichtung (in den anderen
beiden Richtungen ist die mittlere Geschwindigkeit gleich Null) und die die RMS-Werte2 u0 und v0
der axialen und radiale Geschwindigkeitsfluktuationen in viskosen Einheiten. Das heißt, dass die
Geschwindgkeitskomponenten mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u skaliert werden:
UC D U=u ; u0C D u0=u und v0C D v0=u : (3.74)
Die zugehörige Koordinate in Wandnormalen-Richtung ist gegeben durch
rC D .R   r/u= : (3.75)
Die berechneten Werten stimmen im Großen und Ganzen sehr gut mit den Experimentaldaten über-
ein. Die Unterschiede der RMS-Werte nahe der Wand sind auf die schwere Zugänglichkeit dieses
Bereichs in Experimenten zurückzuführen.
Für die Erstellung eines wandauflösenden LES-Gitters wurde das DNS-Gitter in etwa um
den Faktor drei in alle Richtungen vergröbert: Die Umfangsrichtung besteht aus 96 Halbebenen
(N D47) und die Stromrichtung ist äquidistant in 10 Spektralelemente aufgeteilt. Die Diskretisie-
rung der radialen Richtung gestaltet sich etwas komplexer, da diese Richtung von nur drei Elemen-
ten abgedeckt wird. Es wurde dabei wie folgt vorgegangen: Das wandnächste Element ist dreimal
so groß wie in der DNS. Die resultierende Wandauflösung mit rC0;9 ist immer noch ausrei-
chend, um die viskose Unterschicht abzudecken. Der verbleibende Bereich ist in zwei Elemente
mit einem Streckungsfaktor von 1;5 aufgeteilt. Insgesamt ergeben sich folgende, radiale Element-
größen, angefangen an der Wand:r1D0;045,r2D0;182 undr3D0;273. Zur Illustration zeigt
Abbildung 3.11 das resultierende Spektralelemente-Gitter im Vergleich zum DNS-Gitter. Der Po-
lynomgrad in axialer und radialer Richtung ist unverändert bei P D10. Die Zeitschrittweite kann
verdoppelt werden, so dass insgesamt eine LES 99;5% weniger Rechenzeit benötigt als die ent-
sprechende DNS3.
2Für die Bestimmung der mittleren Schwankungsgrößen wird jeweils der quadratische Mittelwert – im Englischen:
„root mean square“ (kurz: rms) – der entsprechenden Fluktuationen gebildet. Daher werden in dieser Arbeit die
mittleren Schwankungen auch als RMS-Fluktuationen bezeichnet.
3Die Simulation wurden unter den gleichen Bedingungen auf der SGI Altix 4700 am ZIH / TU Dresden durchgeführt,
wie in Abschnitt 2.3, Tabelle 2.3 beschrieben.
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Abbildung 3.13: Profile der mittleren Strömung (links) und der RMS-Geschwindigkeitsfluktua-
tionen (rechts) bei Variation von "zr und "' . Die Wellenzahlen der Aktivierungsmoden bleiben
konstant (MzrD5 und M'D24) und DNS-Daten dienen als Referenz.
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Abbildung 3.14: Profile der mittleren Strömung (links) und der RMS-Geschwindigkeitsfluktua-
tionen (rechts) für verschiedene Aktivierungswellenzahlen Mzr und M' ("zr D "' D 5).
Die erste Testreihe widmet sich dem Einfluss der SVV-Parameter bei Verwendung der Standard-
Kernfunktion Qs. Ausgehend von konstant gehaltenen Aktivierungsmoden (MzrDP=2 D 5 und
M' D .NC1/=2D24) steigen die SVV-Amplituden sukzessive an. In der Abbildung 3.13 sind
die Ergebnisse dieser Variation für "zrD"'D5, 10 und 20 dargestellt. Es zeigt sich, dass die
LES-Ergebnisse für alle SVV-Amplituden eine gute Übereinstimmung mit den DNS-Referenzdaten
aufweisen. Die mittlere Strömung als auch die RMS-Fluktuationen reagieren wenig auf die Para-
metervariation. Nur die Schwankungen in Stromrichtung steigen für höhere Amplituden leicht an.
Die beste Übereinstimmung wird mit der kleinsten dargestellten Amplitude, "zr D "' D 5, erzielt.
Simulationen mit noch kleineren Amplituden erwiesen sich als instabil. Zusätzliche Untersuchun-
gen mit verschiedenen SVV-Amplituden "zr und "' , bei der einzelne Längenskalen in meridionaler
und in Umfangsrichtung berücksichtigt wurden, lieferten keine Verbesserung der Ergebnisse.
In einer zweiten Studie variieren die SVV-Aktivierungswellenzahlen Mzr und M' und die Am-
plituden "zr und "' blieben konstant bei 5. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.14 zusammen-
gefasst. Hier wirkt sich die Parametervariation stärker aus. Mit Erhöhung der Wellenzahl steigen
sowohl die Werte der mittleren Strömung als auch der Schwankungen in Stromrichtung an; die
Fluktuationen in wandnormaler Richtung nehmen leicht ab. Insgesamt wird für diesen Testfall die
beste Übereinstimmung mit der Parameterkonfiguration
Mzr D 5 ; M' D 24 ; und "zr D "' D 5 : (3.76)
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Abbildung 3.15: Details der RMS-Geschwindigkeitsprofile nahe der Achse für verschiedene Akti-
vierungswellenzahlen (siehe Abb. 3.14). Zusätzlich sind zwei radiale Positionen (rD0;01 und
0;10) eingezeichnet, die in der weiteren Diskussion in Abbildung 3.16 eine Rolle spielen werden.
erzielt. Es ist zu erwähnen, dass bei der Kombination MzrD7 und M'D36 erste Anzeichen von
Instabilitäten während der Rechnung auftraten. Durch eine Reduktion der Zeitschrittweite konnte
die Rechnung jedoch stabilisiert werden.
Die Beobachtungen sind nicht ohne weitere Untersuchungen universell übertragbar, aber ein
Trend ist ersichtlich: Die besten Ergebnisse wurden für hohe Aktivierungswellenzahlen und kleine
SVV-Amplituden erzielt, so lange diese Parameter eine stabile Simulation ermöglichen. Ähnliche
Effekte wurden auch in früheren SVV-Studien beobachtet (vgl. z. B. Xu & Pasquetti (2004) oder
Séverac & Serre (2007)).
Bei einem genaueren Blick auf die Entwicklung der Schwankungsgrößen u0C und v0C im
Achsenbereich (siehe Abb. 3.15) offenbart sich ein physikalisch nicht erklärbarer Anstieg, ins-
besondere für hohe Aktivierungswellenzahlen. Eine mögliche Erklärung liefert die Abnahme der
SVV-Stabilisierung bei kleiner werdendem Radius, wodurch sich kleinskalige Strukturen im Zen-
trum des Rohrs ansammeln können. Um diesen Effekt genauer zu untersuchen, wurden die azi-
mutalen Wellenzahlspektren an verschiedenen radialen Positionen sowohl für die DNS als auch die
LES bei „optimaler“ SVV-Parameterwahl (vgl. (3.76)) bestimmt. Dafür wurde zuerst die kinetische
Energie von Fourier-transformierten, momentanen Geschwindigkeitsfeldern berechnet und im An-
schluss in axialer Richtung gemittelt. Aus 40 unabhängigen und in dieser Weise transformierten
Momentanfeldern wurde der zeitliche Mittelwert gebildet, aus dem dann für die einzelnen radialen
Positionen die lokalen Spektren extrahiert wurden. Die Abbildung 3.16 zeigt den Vergleich der
DNS- und der LES-Spektren an den Positionen rD0;01, 0;1, 0;25 und 0;45, was 2, 20, 50 und 90
Prozent des Außenradius R entspricht. An den beiden äußeren, radialen Positionen stimmen die
DNS- und LES-Spektren sehr gut überein. Der stärkere Abfall des LES-Spektrums für die höhe-
ren Moden, k & 30, ist auf die erhöhte Viskosität auf diesen Moden zurückzuführen. Im Fall von
rD0;1 ist dieser Knick im Spektrum ebenfalls noch sichtbar. Im Vergleich zur DNS ist die Energie
auf den mittleren bis hohen Wellenzahlen bereits angewachsen. Für die niedrigeren, energiereichen
Moden, k . 10, ist die Übereinstimmung der beiden Spektren noch sehr gut. Im Gegensatz dazu ist
an der kleinsten, radialen Position rD0;01 das gesamte Energielevel der LES um mindestens eine
Größenordnung angestiegen. Diese Beobachtung bestätigt die unzureichende Dissipation der tur-
bulenten kinetischen Energie im Achsenbereich. Um diesen Effekt besser zu verstehen, lohnt sich
ein Blick auf die größten bzw. kleinsten Skalen für die unterschiedlichen Radien: Die Wellenlänge
der größten Strukturen in Umfangsrichtung an der Achse, beispielsweise
max.r D 0;01/ D 2r
1
D 
50
; (3.77)
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Abbildung 3.16: Mittlere kinetische Energie der nicht-achsensymmetrischen Moden für unter-
schiedliche Radien als Funktion der azimutalen Wellenzahl k. Die DNS-Ergebnisse sind grau
dargestellt und die der LES schwarz, wobei für die LES die SVV-Parameter Mzr D 5, M'D 24
und "zrD"'D5 verwendet wurden.
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Abbildung 3.17: Mittlere Geschwindigkeit und
RMS-Fluktuationen nahe der Achse bei Ver-
wendung der Kernfunktionen Qs, Q1 bzw.
Q2. Die SVV-Parameter lauten MzrD5,
M'D24 und "zrD"'D5.
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Abbildung 3.18: LES-Spektren der mittleren ki-
netischen Energie für Kern Q2 im Vergleich
zur DNS. Die Ergebnisse der DNS sind grau
dargestellt und die der LES schwarz.
entsprechen in etwa den kleinsten, aufgelösten Skalen nahe der Wand:
min.r D R/ D 2R
N
D 
47
: (3.78)
Folglich dissipieren turbulente Strukturen, die von den äußeren Regionen zur Achse hin transpor-
tiert werden, nicht ausreichend und sammeln sich im Zentrum an.
Interessant ist nun, inwieweit die Verwendung der azimutalen Kerne Q1 oder Q2 diesem nicht-
physikalischen Effekt entgegenwirken kann. Die SVV-Parameter wurden für diese Studie ge-
mäß (3.76) gewählt. Im Allgemeinen sind die Ergebnisse fast identisch mit denen, die mit Qs
erzielt wurden. Daher sei auf eine globale Darstellung der Geschwindigkeitsprofile an dieser Stel-
le verzichtet. Die Detailansicht in Abbildung 3.17 offenbart, dass weder es Q1 noch Q2 schaffen,
den Aufstau an turbulenter kinetischer Energie zu minimieren. Ein Blick auf das Spektrum in Ab-
bildung 3.18 für den Kern Q2 zeigt eine Verbesserung für den Radius rD0;1. In unmittelbarer
Nähe der Achse bei rD0;01 gelingt es Q2 – genauso wie Q1 – jedoch nicht, die Energieansamm-
lung im niedrigen Wellenzahlbereich zu unterbinden. Wie bereits vorher argumentiert, entsprechen
die azimutalen Moden für kleine Radien kleinen Längenskalen. Diese Skalengrößen sind jedoch
nicht in den Spektralelemente-Richtungen darstellbar, da die Diskretisierung nahe der Achse in den
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meridionalen Halbebenen relativ grob ist. Daraus lässt sich schließen, dass die nichtlineare Umver-
teilung der Energie zwischen den einzelnen Raumrichtungen und den entsprechenden Geschwin-
digkeitskomponenten nicht richtig abgebildet werden kann. Die Vermutung liegt nahe, dass eine
lokale Verfeinerung des Spektralelemente-Gitters im Achsenbereich diesen Mechanismus wieder
herstellen kann.
Um diese Hypothese zu verifizieren, wurden zusätzliche Large Eddy Simulationen mit zwei wei-
teren, entsprechend modifizierten Spektralelemente-Gittern durchgeführt. In der Abbildung 3.19
sind diese Gitter dargestellt. Im ersten Fall, Gitter 2, ist die radiale Größe der beiden inneren
Elementreihen auf r2Dr3D0;2225 geändert. In der zweiten Variation, Gitter 3, wurden die
Elemente des Originalgitters entlang der Achse in zwei Elemente aufgeteilt. Dabei entspricht die
innerste Schicht der DNS-Auflösung, so dass r3D0;160 und r4D0;113 gilt. Alle anderen Git-
terparameter blieben unverändert.
LES-Gitter 2
LES-Gitter 3
Abbildung 3.19: Variationen des LES-Gitters.
In der Abbildung 3.20 ist der Einfluss der radialen Gitterauflösung auf die mittlere Strömung und
auf die RMS-Werte der axialen und radialen Geschwindigkeitsfluktuationen dargestellt. Die LES
wurden mithilfe des Kerns Qs und unter Verwendung der gleichen SVV-Parameter wie oben durch-
geführt (vgl. (3.76)). Es ist ersichtlich, dass die Gittermodifikationen die im gesamten Bereich vor-
handene gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten nicht herabsetzen. Ein genauer Blick auf den
Achsenbereich in Abbildung 3.21 offenbart eine Minimierung der Energieansammlung in dieser
Region, wenn Gitter 2 eingesetzt wird. Die Wiederherstellung der DNS-Auflösung nahe der Achse
durch Gitter 3 unterdrückt den nicht-physikalischen Anstieg der Fluktuationen sogar vollständig.
Um den Einfluss der lokalen Gitterverfeinerung im Detail zu studieren, sind in Abbildung 3.22 für
den letzteren Fall die Energiespektren zusammen mit den DNS-Daten abgebildet. Im Vergleich zu
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Abbildung 3.20: Profile der mittleren Strömung und der RMS-Fluktuationen bei Verwendung un-
terschiedlicher Spektralelemente-Gitter. Für die LES wurde der Standard-SVV-Kern Qs einge-
setzt, die Parameter lauten Mzr D 5, M' D 24 und "zr D "' D 5. Die Bezeichnung „Gitter 1“
steht für das originale LES-Gitter.
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Abbildung 3.21: Details der RMS-Fluktuatio-
nen im Achsenbereich für verschiedene Gitter
(siehe Abb. 3.20).
−10
−9
−8
−7
−6
−5
−4
−3
 1  10  100
lo
g 
(E
k) 
k
r = 0.45
r = 0.25
r = 0.10
r = 0.01
Abbildung 3.22: LES-Spektren der mittleren ki-
netischen Energie bei Verwendung des Kerns
Qs und des Gitters 3 im Vergleich zur DNS.
Die Ergebnisse der DNS sind in grau darge-
stellt und die der LES in schwarz.
den Ergebnissen, die für Qs mit dem originalen LES-Gitter erzielt wurden (vgl. Abb. 3.16), ent-
fernt die radiale Verfeinerung im Zentrum den Energieüberschuss für kleinere Radien r  0;1. Im
Außenbereich des Rohrs bleiben die Spektren unverändert, da die Gittermodifikationen diese Be-
reiche nicht betreffen. Somit bestätigt sich die oben aufgestellte Hypothese in dem Sinne, dass es
durch eine sorgfältige Wahl der Spektralelemente-Auflösung möglich ist, die Instabilitäten entlang
der Achse zu unterdrücken, selbst wenn der Standard-SVV-Kern Qs verwendet wird.
3.2.3.3 Potenzial und Grenzen der SVV-Technik
Um die Genauigkeit und die Stabilisierungseigenschaften der Standard-SVV-Technik und der in
Abschnitt 3.2.2.3 eingeführten Modifikationen zu studieren, wurden zwei, für strömungsmechani-
sche Anwendungen typische Testkonfigurationen betrachtet. Das Hauptaugenmerk lag dabei auf
den Auswirkungen der ungleichmäßigen Dämpfung in azimutaler Richtung bei der Verwendung
von Zylinderkoordinaten. In der ersten Studie zum Konvergenzverhalten stellte sich heraus, dass
zwei der drei modifizierten SVV-Kerne, ebenso wie die Standardvariante, die spektralen Konver-
genzeigenschaften des zugrundeliegenden Diskretisierungsverfahrens bewahren. Nur die dritte Va-
riante, die auf Basis physikalischer Betrachtungen die konsistenteste Modifikation darstellt, zerstört
die spektrale Konvergenz des Verfahrens und wurde daher für die LES-Studien der turbulenten
Rohrströmung nicht mit berücksichtigt.
Der Einsatz der verbliebenden Kerne Qs, Q1 und Q2 stabilisiert Large Eddy Simulationen zur
Rohrströmung gleichermaßen zuverlässig und die erzielten Ergebnisse stimmen im Wesentlichen
sehr gut mit den Referenzdaten überein. Jedoch akkumulieren sich unabhängig von der Wahl der
SVV-Kernfunktion im Zentrum des Zylinders feinskalige Strukturen, die auch nicht durch Variation
der SVV-Parameter verhindert werden können. Die Einbeziehung der Energiespektren offenbarte
einen Energieanstieg über das gesamte Spektrum in unmittelbarer Nähe der Achse, unabhängig von
der Wahl des SVV-Kerns. Grund dafür ist die zu grobe Auflösung der meridionalen Richtungen im
ursprünglichen LES-Gitter, wodurch die Umverteilung der Energie nicht korrekt abgebildet werden
kann. Durch eine lokale Verfeinerung des Gitters entlang der Achse lässt sich die Ansammlung von
kleinskaligen Fluktuationen jedoch verhindern.
Die Bestimmung der erforderlichen Auflösung im Achsenbereich hängt jedoch von verschieden
Strömungseigenschaften ab. Daher ist die verwendete Vorgehensweise nicht ohne Weiteres auf be-
liebige Strömungsprobleme übertragbar. Weiterhin bleibt die Frage offen, wie die SVV-Parameter
generisch bestimmt werden können. Es wird sich aber im nächsten Kapitel, Abschnitt 4.3.2.1, zei-
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gen, das beispielsweise die durch das TMF angetriebene Strömung ähnliche Anforderungen an eine
LES stellt wie die Rohrströmung. Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Technik der spek-
tral verschwindenden Viskosität ein zuverlässiges Werkzeug für die Stabilisierung von Large Eddy
Simulationen auf Basis von Diskretisierungsmethoden höherer Ordnung ist. Falls rotationssym-
metrische Konfigurationen inklusive des Achsbereichs betrachtet werden, wie beispielsweise die
Rohrströmung, ist der räumlichen Auflösung im Zentrum besondere Aufmerksamkeit zu schenken.
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4 Eigenschaften und Eigenheiten turbulenter
Flüssigmetallströmungen
Ausgehend von umfangreichen Erkenntnissen im Bereich laminarer Flüssigmetallströmungen bei
der Verwendung rotierender bzw. wandernder Magnetfelder und den hauptsächlich experimentellen
Untersuchungen in überkritischen Regimen sind in diesem Kapitel numerische Ergebnisse ausge-
wählter transitioneller und turbulenter Strömungskonfigurationen zusammengestellt.1 Dabei stehen
folgende drei Aspekte im Mittelpunkt:
 Wie entwickeln sich turbulente Strukturen in RMF-getriebenen Strömungen? Ist das in-
termittierende Verhalten im Transitionsbereich, welches in Experimenten beobachtet wur-
de (Grants & Gerbeth, 2003), auch in numerischen Simulationen nachvollziehbar? (Ab-
schnitt 4.2)
 Was zeichnet turbulente Strömungen bei Anwendung des TMF unter idealen Bedingungen
aus? Inwieweit wirken sich minimale Verschiebungen des Zylinders innerhalb des Magnet-
felds auf die Strömungseigenschaften aus? (Abschnitt 4.3)
 Was geschieht bei der Überlagerung von RMF und TMF? Können die Vorteile der Einzel-
felder vereint werden und welche turbulenten Strukturen sind charakteristisch für diese Strö-
mungen? (Abschnitte 4.4 und 4.5)
Da zu Beginn der Studien wenig über die Turbulenzeigenschaften bekannt war, basiert der über-
wiegende Teil der in diesem Kapitel vorgestellten Studien auf Direkten Numerischen Simulationen.
Für die Untersuchung der unter Punkt zwei angesprochenen minimalen Verschiebungen stehen
LES-Ergebnisse zur Verfügung. Die dazu notwendige Anpassung der SVV-Technik ist im Ab-
schnitt 4.3.2.1 beschrieben.
Den numerischen Ergebnissen werden, wenn möglich, experimentelle Daten gegenübergestellt.
Ergänzt werden die Strömungsuntersuchungen in Abschnitt 4.6 durch eine Studie zur Mischungsef-
fizienz der unterschiedlichen Magnetfeldkonfigurationen bei vergleichbaren Kraftparametern. Zu-
vor jedoch bietet Abschnitt 4.1 eine Übersicht über die in diesem Kapitel analysierten Simulations-
reihen und deren technischen Details.
4.1 Charakteristische Kenngrößen und Gitterauflösung
Im Vergleich zu den industriellen Anlagen sind die Laboranlagen für wissenschaftliche Untersu-
chungen im Allgemeinen viel kleiner. Aufgund der geltenden Ähnlichkeitsgesetze skalieren auch
andere physikalische Größen wie die Zeit oder Geschwindigkeit. Da die in dieser Arbeit gewonnen
Ergebnisse unabhängig von den tatsächlichen Abmaßen einer Anlage gelten und sich durchgän-
1Ein Teil der hier präsentierten Daten wurde bereits in Zeitschriftenartikeln (Koal et al., 2007; Stiller & Koal, 2009;
Cramer et al., 2011) bzw. Konferenzbeiträgen (u. a. Koal et al. (2009); Koal & Stiller (2009, 2010)) publiziert. Nach-
drucke einzelner Abbildungen erfolgen mit Erlaubnis von American Insitute of Physics, Taylor & Francis und Else-
vier.
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gig auf die dimensionslosen Kraftparameter Ta und F beziehen, sind in den folgenden Abschnitten
die physikalischen Größen weitestgehend dimensionslos dargestellt. Nur bei direkten Vergleichen
mit experimentellen Daten werden die numerischen Ergebnisse ensprechend umgerechnet. Für die
Entdimensionierung der Navier-Stokes-Gleichungen (2.28) werden in dieser Arbeit als primäre
Größen der Radius R, die kinematische Viskosität , und die Dichte  gewählt. Damit erfolgt der
Übergang zu den dimensionslosen Größen für Weg, Zeit, Geschwindigkeit, Druck und Kraft mittels
Ex ! Ex
R
; t ! t
R2=
; Eu! Eu
=R
; p ! p
2=R2
und Ef !
Ef
2=R3
: (4.1)
Bei Verwendung dieser Skalierung lauten die entdimensionierten Erhaltungsgleichungen:
@t EuC EN.Eu/ D  rp Cr2 EuC Ef (4.2)
r  Eu D 0 :
Analog zu den Navier-Stokes-Gleichungen wird auch die Transportgleichung (2.32) normiert.
Da diese Gleichung invariant bezüglich linearer Transformationen ist, wird diese Gleichung mittels
c ! c   c0
c1
(4.3)
mit skalaren Referenzwerten c0 und c1 und unter Berücksichtigung der Normierungen für Weg,
Zeit und Geschwindigkeit gemäß (4.1) entdimensioniert. Dabei werden c0 und c1 für gewöhnlich
so gewählt, dass der dimensionslose Skalar im Bereich von 0c1 liegt. Aufgrund der Analogie
zwischen der Schmidt- und der Prandtlzahl wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Diskussion
ausschließlich auf der Basis der Schmidtzahl Sc geführt. Die entdimensionierte Transportgleichung
lautet somit wie folgt:
@tc CN.Eu; c/ D 1Scr
2c (4.4)
Wie bereits mehrfach erwähnt, wurden alle Simulationen in dieser Arbeit so angelegt, dass ein
Vergleich mit experimentell gewonnenen Daten prinzipiell möglich ist. Für gewöhnlich kommt bei
den Partnerprojekten am HZDR ein Zylinder mit einem Radius von RD30mm zum Einsatz, der
mit einer Gallium-Indium-Zinn-Legierung gefüllt ist. Die Stoffwerte dieser bei Raumtemperatur,
d. h. bei T D20 ıC, flüssigen Legierung lauten (Müller & Bühler, 2001):
 D 3;3  106 S/m ;  D 6361 kg/m3 und  D 3;4  10 7 m2=s (4.5)
Typische Werte für Magnetfeldfrequenzen liegen bei etwa 40 bis 70Hz, so dass der Abschirmpa-
rameter etwa einen Wert von eins annimmt und Abschirmeffekte keinen Einfluss auf die mittlere
Strömung haben (Lantzsch et al., 2007). Entsprechend der gewünschten Lorentzkraft ergibt sich
aus diesen Größen die benötigte magnetische Flussdichte B , für die im MULTIMAG bis zu 15mT
bzw. 12mT für RMF und TMF zur Verfügung stehen.
In den numerischen Simulationen mit Einzelfeldern oder einer Kombination mit hinreichend ver-
schiedenen Magnetfeldfrequenzen verbergen sich die Geometrieabmaße und die Stoff- und Mag-
netfeldparameter hinter den beiden dimensionslosen Größen magnetische Taylorzahl bzw. TMF-
Kraftparameter und dem Höhen- / Durchmesserverhältnis. Der einzige Geometrieparameter, der für
Simulationen zur Achsenverschiebung unter Verwendung des TMF bzw. bei der Überlagerung von
RMF und TMF mit gleichen Feldfrequenzen unmittelbar auf die MULTIMAG-Versuchsanlage ab-
gestimmt wurde, ist die Wellenzahl kT: Die sechs Ringspulen haben jeweils einen Abstand von ca.
75mm. Daher ergibt sich eine Wellenlänge von TD6  75mmD0;45m und folglich die Wellen-
zahl zu
kT D 2
T
 13;96m 1 :
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physikalische Größe kT ttyp utyp
dimensionsbehaftet 13;96m 1 1 h 10mm/s
dimensionslos 0;42 1;36 882
Tabelle 4.1: Dimensionsbehaftete und dimensionslose Werte für die TMF-Wellenzahl kT vom
MULTIMAG und typischer Simulationsgrößen für Zeit und Geschwindigkeit, ttyp und utyp.
Konfiguration P N' Nges Cw Ci
Ta D 100 000 4 1 3;2  103 0;91 3;27
120 000 7 32 3;1  105 0;38 2;12
125 000 7 32 3;1  105 0;40 2;15
160 000 11 32 7;7  105 0;19 1;52
F D 100 000 7 1 9;8  103 0;20 1;79
250 000 9 64 1;0  106 0;19 1;94
Tabelle 4.2: Gitterparameter für die Simulationen laminarer und transitioneller Strömungen. Das
Spektralelemente-Gitter besteht jeweils aus 2010 Elementen (vgl. Abb. 4.1). P ist der Poly-
nomgrad der Spektralelemente,N' die Anzahl an meridionalen Halbebenen in Umfangsrichtung
undNges die Gesamtanzahl der Kollokationspunkte.Cw ist der maximale Gitterabstand in Wand-
nähe und Ci der maximale, globale Gitterabstand in viskosen Einheiten, d. h. CDu=,
wobei u die lokale Wandschubspannung für Cw ist und u;max für Ci .
Normiert mit dem Referenzradius (RD30mm) ergibt sich kT zu 0;42 (vgl. auch Tab. 4.1).
Da in den folgenden Abschnitten die Resultate größtenteils dimensionslos dargestellt werden,
liefert die Tabelle 4.1 ebenfalls eine Vorstellung der Größenordnung typischer Geschwindigkeiten
und Mittelungszeiten für einen GaInSn-gefüllten Zylinder mit RD30mm.
Für das betrachtete Höhen- / Durchmesserverhältnis von H=DD1 lauten die kritischen Kenn-
zahlen für das RMF und das TMF gemäß der linearen Stabilitätsanalyse von Grants & Gerbeth
(2002, 2004)
Tac D 123 200 und Fc D 120 400 (4.6)
und haben somit die gleiche Größenordnung. Die durchgeführten Direkten Numerischen Simula-
tionen mit Einzelfeldern von TaDFD105 bis TaD106 und FD16  106 entsprechen Ta=Tac0;81
bis 8 und F=Fc0;83 bis 133. Die entsprechenden Gitterparameter und die für die Kombination
von rotierenden und wandernden Magnetfeldern sind in den Tabellen 4.2 und 4.3 zusammenge-
fasst. Für Berechnungen im laminaren und transitionellen Bereich wurde die meridionale Halbebe-
ne in 2010 Spektralelemente zerlegt, die ein strukturiertes, aber nicht äquidistantes Gitter bilden
(Abb. 4.1). Ein ähnlich aufgebautes Gitter mit 5025 Elementen diente für die Untersuchung von
turbulenten Strömungsvorgängen mittels DNS. Der Polynomgrad ergab sich jeweils aus der For-
derung, dass der erste Kollokationspunkt entlang der Wände innerhalb der viskosen Unterschicht
liegt, d. h.Cw <1. Im Inneren istCi .3;5 und gewährleistet somit eine adäquate DNS-Auflösung.
Ergänzende Large Eddy Simulationen zur Untersuchung des Einflusses einer Achsenverschie-
bung zwischen Zylinder und TMF mit FD106 basieren auf Gittern mit reduzierter Anzahl an
Halbebenen, N'D48, in Kombination mit einem aus 105 Spektralelementen bestehenden meri-
dionalen Gitter. Nähere Informationen liefert der Abschnitt 4.3.2.1, in dem sowohl die Anpassung
des LES-Gitters als auch die Wahl der SVV-Parameter anhand der DNS-Daten diskutiert wird.
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Konfig. Ta F j!j P N' Nges Cw Ci tges
R1 106 – – 11 256 3;9  107 0;19 1;77 0;33
T1 – 106 – 7 256 1;6  107 0;19 1;94 10;94
T4 – 4;0  106 – 11 320 4;9  107 0;14 1;82 0;36
T16 – 1;6  107 – 11 320 4;9  107 0;19 2;23 0;11
R1CT1 106 106  0 11 256 3;9  107 0;23 1;79 0;47
R1CT4 106 4;0  106  0 11 256 3;9  107 0;25 1;92 0;31
R1CT16 106 1;6  107  0 11 256 3;9  107 0;30 2;40 0;14
R1CT32 106 3;2  107  0 11 256 3;9  107 0;36 2;75 0;05
R1T1 106 106 D 0 11 512 7;8  107 0;30 2;70 0;25
Tabelle 4.3: Gitterparameter für die Simulationen turbulenter Strömungen. Für diese Rechnungen
wurde ein Gitter mit 5025 Spektralelementen in axialer bzw. radialer Richtung verwendet.
tges bezeichnet das für die Bestimmung der statistischen Größen verwendete Zeitintervall. Bei
rotationssymmetrischen Grundströmungen wird zusätzlich in Umfangsrichtung gemittelt.
20  10 Elemente 50  25 Elemente
Abbildung 4.1: Verwendete Spektralelemente-Gitter für die Direkten Numerischen Simulationen.
4.2 Wandnahe Turbulenz bei rotierenden Magnetfeldern
Die charakteristischen Eigenschaften der laminaren RMF-Strömung sind, wie im Stand der For-
schung (Abschnitt 1.1) dokumentiert, sehr gut verstanden. Zur Erinnerung: das RMF treibt eine
azimutale Grundströmung an, die in geschlossenen Zylindern von einer meridionalen Sekundär-
strömung in Form eines Doppeltorus begleitet ist. Des Weiteren ist bekannt, dass der schwach
überkritische Bereich bis mindestens Ta D 7;5Tac von wandnahen Instabilitäten in Form von vor-
wiegend horizontal ausgerichteten Taylor-Görtler-Wirbeln geprägt ist (Stiller et al., 2006). Wie die
Transition zwischen beiden Regimen im Detail vonstatten geht, präsentiert der folgende Unterab-
schnitt. Dabei liegt der Fokus auf der Rolle der linearen und nichtlinearen Transitionsmechanismen
und ihrem Zusammenspiel nahe der linearen Stabilitätsgrenze. Im Anschluss werden die turbulen-
ten Strömungseigenschaften bei einer achtfach überkritischen Taylorzahl vorgestellt. Diese Simu-
lation dient später als Referenz bei der Beurteilung der Mischungseffizienzen in Abschnitt 4.6.
4.2. Wandnahe Turbulenz bei rotierenden Magnetfeldern 55
4.2.1 Intermittenz im transitionellen Bereich
Wie bereits in Abschnitt 1.1 kurz angedeutet, enthüllte die Stabilitätsanalyse durch Grants & Ger-
beth (2001, 2002) den dreidimensionalen Charakter der überkritischen Strömung als auch der Sen-
sitivität der RMF-getriebenen Strömung gegenüber endlichen Störungen unterhalb der linearen
Stabilitätsgrenze. Darüber hinaus fanden die Autoren zusätzliche instabile Lösungen, die einen
möglichen Mechanismus für temporäres Anwachsen von Störungen darstellen, die verschoben zu
den Eigenrichtungen des linearisierten Problems auftreten. Solche nicht-normalen Prozesse kön-
nen eine nichtlineare Transition in linear stabilen Scherströmungen anfachen (Grossmann, 2000).
In darauffolgenden experimentellen Untersuchungen fanden Grants & Gerbeth (2003) heraus, dass
sich bereits weit unterhalb der kritischen Taylorzahl eine anhaltende, instationäre Strömung aus-
bildet, wenn durch einen in die Strömung ragenden Draht eine dauerhafte Abweichung von der
idealen Geometrie entsteht. Ohne solche künstliche Störung blieb die Strömung bis zu der linea-
ren Stabilitätsgrenze laminar. Bei leicht überkritischen Taylorzahlen wurde eine intermittierende
Strömung beobachtet, bei der sich Turbulenzausbrüche mit Relaminarisierungsphasen ablösen. Die
Eigenschaften der transitionellen Strömung wurden ebenfalls in Stiller et al. (2006) untersucht.
Aufgrund der geometrischen Ungenauigkeiten mit einer Größenordnung von R=104 bei den in
dieser Publikation analysierten DNS kann diese Studie jedoch nicht als Referenz dienen, um den
Einfluss von linearen und nichtlinearen Instabilitäten auf transitionelle Strömungen zu bewerten.
Hier hingegen ermöglicht der Einsatz der Spektralelemente / Fourier-Spektralmethode mit einem
Polynomgrad von 7 bzw. 11, die Entwicklung kleinster Störungen zu verfolgen.
Die in dieser Studie betrachteten Taylorzahlen 120 000, 125 000 und 160 000 entsprechen
Ta=Tac0;97, 1;01 und 1;30, d. h. der Kraftparameter der ersten Konfiguration liegt knapp un-
ter der Stabilitätsgrenze und die beiden anderen darüber. Die laminare Grundströmung ergab sich
jeweils durch eine Berechnung der axialsymmetrischen, stationären Lösung ohne jegliche künst-
liche Störung. Eine einmalige Störung aller Geschwindigkeitskomponenten leitete im Anschluss
die Transitionsprozesse ein. Die Störung wurde mittels der Gauß’schen Normalverteilung für das
gesamte Rechengebiet erzeugt und besaß eine je nach Fall variierende Standardabweichung von
10 10 bis 10 Prozent bezogen auf die Maximalgeschwindigkeit umax in der Grundströmung.
Um die Entwicklung der Transition zu analysieren, wird für jede Mode kD0 bis kmaxD15 die
Energie berechnet, die für den normierten Zylinder gegeben ist durch:
Ek D 1
2
Z 1
 1
Z 1
0
OEuk OEuk r dr dz : (4.7)
Hierbei bezeichnet OEu
k
, wie in Abschnitt 3.1.2 eingeführt, die konjugiert-komplexe, Fourier-
transformierte Geschwindigkeit.
Als erstes wird die linear stabile Konfiguration mit TaD120 000 betrachtet. Die Abbildung 4.2
präsentiert die zeitliche Entwicklung der axialsymmetrischen Mode nach der Hinzugabe dreidi-
mensionaler Störungen mit unterschiedlich großer Standardabweichung. Die Ergebnisse bestätigen
die experimentellen Beobachtungen von Grants & Gerbeth (2003): Eine hinreichend große Störung
löst eine nichtlineare Transition unterhalb von Tac aus. Nichtlinear bedeutet in diesem Zusammen-
hang, dass alle Moden gleichzeitig miteinander interagieren und sich innerhalb kürzester Zeit ein
turbulentes Regime einstellt. Die Simulationen weisen darauf hin, dass die Turbulenzausbrüche
nicht selbsterhaltend sind, auch wenn sie über mehrere (>10) Rotationsperioden bestehen. Die Ab-
bildung 4.3 zeigt für eine Störung mit 1 % von umax den Verlauf der modalen Energie von Mode 0
und der ersten vier nicht-axialsymmetrischen Moden. Nach etwas mehr als einer Rotationsperiode
(0;007) hat sich ein irregulär oszillierendes Regime etabliert. Die augenscheinlichste Eigenschaft
dieses Zustands ist ein Abfall der Energie in der axialsymmetrischen Mode um etwa acht Prozent.
Gleichzeitig erreicht die Energie der ersten nicht-axialsymmetrischen Mode eine Größenordnung
von etwa E110 3E0 und die nachfolgenden Moden folgen dieser nach ihrer Wellenzahl sortiert
(kD2, 3 usw.) auf niedrigeren Energieniveaus. Eine Visualisierung in Abbildung 4.4a mithilfe des
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Abbildung 4.2: Zeitliche Entwicklung der Energie von Mode 0 für die unterkritische Taylor-
zahl TaD120 000, nachdem unterschiedlich starke Störungen auf die Grundströmung aufgeprägt
wurden (0;01 bis 10 % von umax).
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Abbildung 4.3: Entwicklung der modalen Energien Ek für TaD120 000 nach der 1 %-Störung.
Der Übersichtlichkeit halber sind nur die Energien für die Wellenzahlen kD0 bis 4 dargestellt.
E0 skaliert in dieser Darstellung linear und E1 bis E4 logarithmisch. Für die beiden markierten
Zeitpunkte t1 und t2 präsentiert die Abbildung 4.4 die instantane Wirbelverteilung.
(a) t1D0;0125 (b) t2D1;0375
Abbildung 4.4: Wirbelstrukturen nach etwas mehr als einer Umdrehung (a) und Dissipation der
letzten Wirbel am Ende der turbulenten Phase (b). In beiden Darstellungen ist 2D 2;25  106.
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2-Kriteriums des Geschwindigkeitsgradiententensors gemäß Jeong & Hussain (1995) offenbart,
dass die Oszillationen durch Taylor-Görtler-Wirbelpaare charakterisiert sind, die zufällig entlang
der Zylinderwand auftreten und von kleinen Kernen zu langgestreckten Röhren anwachsen. Die
Helligkeit der Wirbel zeigt die Drehrichtung an und ist durch das Vorzeichen (positiv oder negativ)
der azimutalen Wirbelstärke bestimmt. Die Wirbel bewegen sich langsam durch die Grundströ-
mung in Richtung Boden bzw. Deckel, wo sie in den Bödewadtschichten dissipieren. Wenn der
letzte Wirbel verschwindet (Abb. 4.4b), fallen die nicht-axialsymmetrischen Moden exponentiell
ab und Mode 0 erreicht wieder sein Ausgangsniveau (vgl. Abb. 4.3). Wie erwartet, ist der Abfall
am schwächsten für Mode 2, der im Fall von H=DD1 für das Einsetzen der linearen Instabilität
verantwortlich ist (Grants & Gerbeth, 2002).
Die Abbildung 4.5 zeigt die zeitliche Entwicklung für Mode 0 für die leicht überkritische Tay-
lorzahl TaD125 000. Unabhängig von der anfänglichen Störungsamplitude stellt sich in Überein-
stimmung mit Experimenten von Grants & Gerbeth (2003) eine intermittierende Strömung ein, die
durch eine unregelmäßige Abfolge von Turbulenzausbrüchen und Relaminarisierungsphasen ge-
kennzeichnet ist. Ein genauerer Blick auf den ersten Ausbruch nach der Störung mit 0;01 Prozent
enthüllt die Wechselwirkung linearer und nichtlinearer Instabilitäten (Abb. 4.6): Wie durch die li-
neare Stabilitätsanalyse vorhergesagt (Grants & Gerbeth, 2002), ist Mode 2 die primäre, instabile
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Abbildung 4.5: Zeitlicher Energieverlauf von Mode 0 für die leicht überkritische Taylorzahl
TaD125 000 nach dem Aufprägen unterschiedlich starke Störungen (10 10, 0;01 und 1 Prozent
von umax) auf die Grundströmung.
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Abbildung 4.6: Entwicklung der modalen Energien Ek über eine Intermittenzperiode für
TaD125 000 und eine Störung mit 0;01% bezogen auf umax. E0 skaliert linear und E1 bis E4
logarithmisch. Die Wirbelverteilung zu den Zeitpunkten t1 bis t4 ist in Abbildung 4.7 illustriert.
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Mode. Dessen Energie steigt im ersten Stadium exponentiell an (t <1;8). Parallel dazu findet eine
Verminderung der Energie von Mode 0 und ein Anwachsen der höheren Moden mit einer gera-
den Wellenzahl, d. h. kD4, 6 usw., statt. Der Verlauf lässt darauf schließen, dass diese Vorgänge
ebenfalls durch den linearen Mechanismus geregelt sind. Die Instabilität der Mode 0 ist eine Folge-
erscheinung des Energiezuwachses in Mode 2, da der treibende, nichtlineare Term in beiden Fällen
die gleiche Größenordnung ( OEu0 OEu2) besitzt. Im darauffolgendem Stadium sinkt die Wachstums-
rate, bis die nichtlineare Transition bei t1;9 einsetzt. Zu diesem Zeitpunkt fällt die Energie von
Mode 0 um etwa 13 Prozent und die nicht-axialsymmetrischen Moden beginnen untereinander zu
interagieren und oszillieren auf Energieniveaus im Bereich von 10 3 bis 10 4 E0. Wie im unterkri-
tischen Fall (TaD120 000) ist das instationäre Regime nicht selbsterhaltend, so dass nach mehreren
Rotationen bei t2;25 die Relamiarisierung einsetzt. Die Energie der axialsymmetrischen Mode 0
kehrt auf ihr Ausgangsniveau zurück und die höheren Moden fallen exponentiell ab. Bei t2;4
stoppt die lineare Instabilität das Absinken der geraden Moden und ein neuer Zyklus beginnt. Um
den Einfluss von numerischem Rauschen aufgrund der Verwendung des Polynomgrads von P D7
in dieser Simulation auszuschließen, wurden analoge Simulationen unter Verwendung desselben
Spektralelemente-Gitters, aber mit einem höheren Polynomgrad (P D11) durchgeführt. Es traten
keine Änderungen bezüglich der Intensität oder Häufigkeit der Ausbrüche auf.
Die Abbildung 4.7 zeigt die Entwicklung der Wirbelstrukturen während einer Intermittenzpe-
riode. In der Phase der linearen Instabilität (t <1;8) erscheinen isolierte Wirbel in der Nähe von
Boden und Deckel und wachsen kontinuierlich an (Abb. 4.7a). Die Orientierung dieser Wirbel
wechselt viermal in Umfangsrichtung. Dies entspricht der Wellenzahl der primär instabilen Mo-
de 2. Mit dem Einsetzen der nichtlinearen Instabilität ab t1;9 treten zwei entgegengesetzt rotie-
rende Wirbelringe auf halber Höhe des Zylinders in Erscheinung (Abb. 4.7b). Den Ursprung dieser
Wirbel legt eine Analyse der beiden führenden Moden, kD0 und 2, während des linearen Stadiums
bei t1D1;8 offen. Obwohl Mode 2 mit anderen Moden interagiert, stimmt seine Form sehr gut mit
der instabilen Störung überein, die Grants & Gerbeth (2002) identifizierten (Abb. 4.8b). Die Abbil-
dung 4.8a zeigt die Konturen der Umfangsgeschwindigkeit und der meridionalen Stromlinien von
der Abweichung der Mode 0 von der axialsymmetrischen Grundströmung. Dabei ist es erwähnens-
wert, dass diese Abweichung in etwa der in Grants & Gerbeth (2001) gefundenen, instabilen Lö-
sung entspricht. Eine markante Eigenschaft dieser Lösung ist das Vorhandensein von zwei Wirbeln
auf halber Zylinderhöhe. Dies lässt vermuten, dass genau diese Wirbel durch nichtlineare Mecha-
nismen zum Wachstum angeregt werden. Im weiteren zeitlichen Verlauf werden diese Wirbelringe
instabil und entweder zum Boden oder Deckel transportiert, wo sie in der Bödewadtschicht dissi-
pieren (in Abb. 4.7 nicht gezeigt). Gleichzeitig entstehen Paare von unregelmäßigen Taylor-Görtler-
Wirbeln und bewegen sich durch konvektive Prozesse ebenfalls zu Boden und Deckel (Abb. 4.7c).
(a) t1D1;8 (b) t2D1;927 (c) t3D2;029 (d) t4D2;26
Abbildung 4.7: Entwicklung der Wirbelstrukturen während eines turbulenten Ausbruchs für
TaD125 000 (vgl. Abb. 4.6). Der Schwellwert des 2-Kriteriums wurde von Fall zu Fall va-
riiert, um eine detaillierte Darstellung der Wirbel zu erhalten. Bezogen auf t12 D 6  104 lauten
die relativen Werte 2=
t1
2 D1, 1;8 (links) and 37;5 (rechts), 37;5 und 1;8 in den entsprechenden
Abbildungen (a) bis (d).
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j jmaxD0;07 jw jmaxD5;30 j jmaxD1;15 jw jmaxD42;72
(a) Mode 0 (b) Mode 2
Abbildung 4.8: Abweichungen in Mode 0 und 2 von der axialsymmetrischen Grundströmung kurz
vor dem Ende der linearen Stadiums (t1D1;8, vgl. Abb. 4.6). Die linke Seite in den Grafiken
zeigt die Stromlinien  und die rechte die Konturen der Umfangsgeschwindigkeit w. Die Dar-
stellung erfolgt in 20 %-Schritten bezogen auf die absoluten Extremwerte j jmax und jw jmax.
Gestrichelte Linien entsprechen negativen Werten.
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Abbildung 4.9: Zeitliche Entwicklung der Energie von Mode 0 für die überkritische Taylorzahl
TaD160 000 nach dem Aufprägen unterschiedlich starker Störungen auf die Grundströmung.
Da diese Wirbel zufällig erscheinen, kann es sein, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt keine neuen
Wirbel generiert werden. Dadurch bricht der Prozess ab, die verbleibenden Wirbel dissipieren in der
Bödewadtschicht und eine Relaminarisierung setzt ein (Abb. 4.7d). Aufgrund der innewohnenden
linearen Instabilität beginnt der Zyklus erneut.
Für höhere Taylorzahlen wie TaD160 000 löst jede beliebige Störung die Transition in ein an-
haltendes, instationäres Regime aus, wie anhand des Verlaufs von E0 in Abbildung 4.9 illustriert.
Lineare Instabilitätsmechanismen sind nur für eine kurze Zeitspanne direkt nach dem Aufprägen
einer sehr kleinen Störung mit einer Standardabweichung von 10 10 Prozent bezogen auf umax
sichtbar.
Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die DNS einen Einblick in die Transitionsmechanismen
im RMF geben und indirekt die Rolle nichtnormaler Wechselwirkungen als Motor für das Einsetzen
der nichtlinearen Instabilität im linear stabilen Regime bestätigen. In überkritischen Strömungen
sind die linearen Instabilitätsmechanismen charakterisiert durch das gleichzeitige Wachstum aller
nicht-axialsymmetrischen und geraden Moden in Kombination mit einem Energieabfall in Mode 0.
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Eine hinreichend große Anfangsstörung löst für unter- als auch überkritische Kraftparameter eine
nichtlineare Transition aus. Für Taylorzahlen in unmittelbarer Nähe der linearen Stabilitätsgrenze
ist das turbulente Regime nicht selbsterhaltend und eine Relaminarisierung setzt nach mehreren Ro-
tationsperioden ein. Folglich verursacht die Wechselwirkung beider Instabilitätsmechanismen eine
intermittierende Strömung im leicht überkritischen Bereich. Die Wirbelstrukturen im linearen und
nichtlinearen Regime unterscheiden sich erheblich. Die linear instabile Strömung ist geprägt von
nicht-verschwindenden, einzeln auftretenden Wirbeln nahe Zylinderboden und -deckel, wohinge-
gen im nichtlinearen Regime entgegengesetzt rotierende Taylor-Görtler-Wirbelpaare dominieren.
4.2.2 Turbulente Strömungseffekte
Zusätzlich zu den Simulationen im transitionellen Bereich wurde eine DNS mit etwa 40 Millionen
Gitterpunkten für eine etwa achtfach überkritische magnetische Taylorzahl (Ta D 106) durchge-
führt. Die für diesen Kraftparameter beobachteten Strömungseigenschaften ähneln jenen, die in ei-
ner früheren numerisch-experimentellen Studie für einen etwas längeren Zylinder mitH=2R D 1;5
veröffentlicht wurden (Stiller et al., 2006). Um eine Vorstellung von der momentanen Strömung zu
vermitteln, sind in den beiden Grafiken der Abbildung 4.10 für einen Zeitpunkt die Umgangsge-
schwindigkeit in einer Schnittebene und die zugehörigen Wirbelstrukturen illustriert. Die in Ab-
bildung 4.10a verwendete Größe u? gibt dabei die zur Ebene ' D 0ı / 180ı senkrechte, auf den
Betrachter zukommende Geschwindigkeit an, d. h. links entspricht sie w und rechts  w. Für die
Identifizierung der Wirbel wurde wiederum das 2-Kriterium gemäß Jeong & Hussain (1995) ver-
wendet. Obwohl der Einfluss turbulenter Fluktuationen besonders in Wandnähe sichtbar wird, ist
die Strömung von dem durch das RMF erzeugten Drall dominiert. Ein Blick auf die mittlere azi-
mutale Geschwindigkeit in Abbildung 4.10c zeigt, dass das Umfangsmoment in großen Bereichen
unabhängig von der axialen Position ist. In den Bödewadtschichten nahe Deckel und Boden des
Zylinders hingegen wird die Strömung nach innen gezogen, da dort die radiale Geschwindigkeit
eine ähnliche Größenordnung wie die azimutale Komponente erreicht. Aufgrund dieser Inwärts-
bewegung bildet sich im gesamten Gebiet die meridionale Zirkulation aus, wie sie in der Abbil-
dung 4.10d dargestellt ist.
Ähnlich wie im transitionellen Bereich zeigt sich in Abbildung 4.10b, dass auch in diesem Fall
die Taylor-Görtler-Wirbel die primären Turbulenzstrukturen darstellen. Im Vergleich zur 1;30-fach
überkritischen Taylorzahl Ta D 160 000 steigt der turbulente Anteil der kinetischen Energie E 0,
bezogen auf die mittlere Energie NE, von etwa 1% auf 1;5% (vgl. Tab. 4.4). Die Wirbel treten
jedoch nicht mehr strikt paarweise auf. Aufgrund ihrer begrenzten Ausdehnung und ihres noch
recht isolierten Erscheinens führen sie zu großskaligen, dreidimensionalen Fluktuationen. Ihre vor-
zugsweise azimutale Ausrichtung bringt eine Dominanz der meridionalen Fluktuationen mit sich
und verleiht der Turbulenz dadurch lokal einen zweidimensionalen Charakter. Bis auf die Böde-
wadtschichten, wo die Taylor-Görtler-Wirbel dissipieren, ist ihr Auftreten auf den Bereich r > 0;8
Ta Umin Umax Vmin Vmax Wmin Wmax Kmax=104 NE=104 E 0=104
1;0  105 -107 107 -275 80 0 776 – – –
1;6  105 -134 134 -358 109 0 958 8;01 24;53 0;24
1;0  106 -401 396 -1249 322 0 3073 15;29 294;23 4;44
Tabelle 4.4: Übersicht: Œ:min und Œ:max stellen die Minima und Maxima der mittleren, axialen, ra-
dialen bzw. azimutalen Geschwindigkeitskomponenten U , V und W dar, Kmax ist die maximale
turbulente kinetische Energie. NE und E 0 kennzeichnen den mittleren bzw. turbulenten Anteil der
globalen, kinetischen Energie E.t/ D E0.t/C 2PNkD1Ek.t/, wenn diese über die Zeit inte-
griert wird. Dabei sind die modalen Energien Ek.t/ gemäß Gleichung (4.7) definiert. Folglich
ist E 0 das räumliche Mittel von K.
4.2. Wandnahe Turbulenz bei rotierenden Magnetfeldern 61
(a) u? (b) Wirbelverteilung
(c) W (d) Meridionale Stromlinien (e) K
Abbildung 4.10: Konfiguration R1 (TaD106): (a) Momentaufnahme der Geschwindigkeit u? in
der Ebene 'D0ı / 180ı. (b) Instantane Wirbelverteilung, visualisiert für 2D 108. Die Hellig-
keit spiegelt die Drehrichtung wider. (c) Konturen der mittleren, azimutalen GeschwindigkeitW
von 0 bis 3000mit einer Schrittweite von 300. (d) Meridionale Stromfunktion von 45 bis 45mit
einer Schrittweite von 5. Gestrichelte Linien kennzeichnen negative Werte. (e) Konturen der aus
den RMS-Fluktuationen berechneten, turbulenten kinetischen Energie KD 1
2
.u02 C v02 C w02/
von 0 bis 1;5  105 mit einer Schrittweite von 1;5  104.
beschränkt. Infolgedessen konzentriert sich die turbulente kinetische Energie in Wandnähe. Im In-
neren des Zylinders ist die Turbulenzintensität vernachlässigbar und die Strömung somit annähernd
laminar (Abb. 4.10e).
Aufgrund dieser Eigenschaften (annähernd homogene Drallströmung kombiniert mit lokalen
zweidimensionalen Turbulenzmustern nahe der Wand) scheint das RMF nur einen eingeschränkten
Wert für Anwendungen zu haben, bei denen die Mischungseffizienz im Vordergrund steht. Dieser
Aspekt wird in Abschnitt 4.6 näher betrachtet.
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4.3 Sensitive Strömungen unter dem Einfluss
des wandernden Magnetfelds
Dieser Abschnitt widmet sich den Strömungscharakteristiken, die auftreten, wenn das wandernde
Magnetfeld verwendet wird. Im Gegensatz zum RMF, das primär eine Drallströmung in Kombinati-
on mit einer schwächeren, doppeltoroidalen Sekundärströmung induziert, bildet sich bei den TMF-
Konfigurationen im zeitlichen Mittel ausschließlich eine Zirkulation in meridionaler Richtung aus;
die Grundströmung in die azimutale Richtung ist gleich Null. Wie im ersten Unterabschnitt 4.3.1
im Detail vorgestellt wird, ist die resultierende Strömung aufgrund dieser „freien“ Richtung im
überkritischen Bereich viel instabiler als eine bei vergleichbarer magnetischer Taylorzahl betriebe-
ne RMF-Strömung. Infolgedessen reagiert sie beispielsweise sehr sensitiv auf „Ungenauigkeiten“
im experimentellen Aufbau und erschwert somit den Vergleich zwischen experimentellen und nu-
merischen Daten. Diese Thematik wird Gegenstand von Abschnitt 4.3.2 sein.
4.3.1 Strömungscharakteristiken unter idealen Bedingungen
Die vom wandernden Magnetfeld induzierte Lorentzkraft wächst quadratisch mit dem Radius und
damit mit dem Abstand von der Achse an (vgl. Abschnitt 2.2.2, Gleichung (2.16)). Wie bereits in
der Einleitung beschrieben, tendiert das Fluid dazu, dem Magnetfeld entlang der vertikalen Außen-
wand zu folgen. Aufgrund der Kontinuität ändert es am Zylinderdeckel bzw. -boden (je nachdem,
wie das TMF geschaltet ist) seine Richtung und fließt im Inneren zurück. Bei unterkritischen Be-
dingungen, d. h. F<Fc, ist die Strömung durch einen einzelnen meridional ausgerichteten Torus
charakterisiert (Gelfgat et al., 1999). Einige Jahre später durchgeführte experimentelle Studien von
Cramer et al. (2004) zeigten, dass derart reguläre Strömungsmuster im turbulenten Bereich nicht
existieren. Die gemessenen Geschwindigkeitsprofile unterliegen großen Schwankungen, die sich
über einen weiten Bereich an Zeitskalen erstrecken. Diese Eigenschaft ist mit einem hohen Grad
an Turbulenz in Verbindung zu bringen, welcher auch in den hier vorgestellten Simulationen cha-
rakteristisch ist. Als Beispiel sind in den Abbildungen 4.11a & b eine momentane Aufnahme der
axialen Geschwindigkeit und die zugehörige Wirbelverteilung für den 8-fach überkritischen Fall T1
(d. h. FD106) dargestellt. Die Strömung weist für diesen noch moderaten Kraftparameter bereits
eine bemerkenswerte Instabilität auf. So ist die für die laminaren Strömungen charakteristische
Symmetrie bezüglich der Zylinderachse (rD0) im Geschwindigkeitsfeld kaum noch vorhanden.
Die Wirbel sind über das gesamte Volumen verteilt und weisen ein zufällige Orientierung auf. Eine
Analyse der Wirbelbewegung über einen gewissen Zeitraum offenbart eine bevorzugte axiale Aus-
richtung im Zentrum des Zylinders. Durch die Strömung werden sie nach außen transportiert und
verändern ihre Lage, so dass sie dort als azimutale Wirbel auftreten.
Die Abbildungen 4.11c & d präsentieren die mittlere axiale Geschwindigkeit und die Stromlini-
en für die Konfiguration T1. Wie erwartet, ähnelt das Strömungsmuster dem laminaren Fall. Ein
einzelner, torusförmiger Wirbel bestimmt die Grundströmung, jedoch ist bereits ein zweiter Wir-
bel in der unteren Ecke sichtbar. In Umfangsrichtung gibt es bedingt durch die axialsymmetrische
Krafteinwirkung keine mittlere Strömung. Dass die Werte Wmax als auch Wmin in der Simulation
im Vergleich zu den anderen beiden Raumrichtungen zwar klein jedoch ungleich Null sind (z. B.
WmaxD1), hängt mit dem endlichen, für die Statistiken verwendeten Zeitintervall zusammen (vgl.
Tab. 4.3). Aus diesem Grund sind diese beiden Größen für die TMF-Konfigurationen in der Ta-
belle 4.5 in Klammern angegeben. In den instantanen Geschwindigkeitsfeldern treten hingegen
ähnlich große Amplituden in Umfangsrichtung wie in den beiden anderen Raumrichtungen auf.
Neben der Grundströmung ist in Abbildung 4.11e die Verteilung der turbulenten kinetischen Ener-
gie dargestellt. Die Tatsache, dass sich deren Maximum direkt über dem Zentrum der mittleren,
meridionalen Strömung befindet und deren Anteil über das Volumen gemittelt etwa 48 Prozent der
gesamten kinetischen Energie ausmacht (vgl. Tab. 4.5), verdeutlicht die Instabilität dieses Torus.
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(a) u (b) Wirbelverteilung
(c) U (d) Meridionale Stromlinien (e) K
Abbildung 4.11: Konfiguration T1 (FD106): (a) Momentaufnahme der axialen Geschwindigkeit
u in der Ebene 'D0ı / 180ı. (b) Instantane Wirbelverteilung, visualisiert für 2D 1;5  107. (c)
Konturen der mittleren axialen Geschwindigkeit U von  720 bis 720 mit einer Schrittweite von
120. (d) Meridionale Stromfunktion von 0 bis 100 mit einer Schrittweite von 10. (e) Konturen
der turbulenten kinetischen Energie K von 0 bis 1;1  105 mit einer Schrittweite von 104.
F Umin Umax Vmin Vmax Wmin Wmax Kmax=104 NE=104 E 0=104
1;0  105 -278 254 -114 228 0 0 – – –
2;5  105 -430 427 -182 349 (-1) (1) 1;16 1;91 0;46
1;0  106 -761 727 -224 553 (-2) (3) 11;08 6;18 5;74
4;0  106 -1572 1524 -501 1160 (-21) (13) 50;95 27;40 28;75
1;6  107 -2261 2234 -1048 1812 (-40) (70) 296;35 94;56 131;06
Tabelle 4.5: Übersicht: Œ:min und Œ:max stellen die Minima und Maxima der mittleren Geschwin-
digkeitskomponenten dar undKmax die maximale turbulente kinetische Energie. NE kennzeichnet
den mittleren und E 0 den turbulenten Anteil der kinetischen Energie.
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Im Vergleich zu T1 führt die vierfach höhere Kraft im Fall von T4 mit FD4  106 zu einer
Verdopplung der mittleren Geschwindigkeiten. Deren Konturen ändern sich jedoch kaum und wer-
den daher nicht gesondert dargestellt. Das Zentrum der meridionalen Grundströmung verschiebt
sich leicht in die untere Ecke, genauer gesagt von .z; r/D. 0;411I 0;709/ im Fall von T1 nach
. 0;407I 0;715/. Die turbulenten Schwankungen werden stärker und feingliedriger, so dass sie die
Strömung dominieren (Abb. 4.12b) . Der turbulente Anteil macht für diesen Fall bereits mehr als
die Hälfte der gesamten kinetischen Energie aus (vgl. Tab. 4.5). Folglich hat die mittlere Strömung
nur noch wenig Relevanz für das instantane Bild.
(a) FD106 (b) FD4  106 (c) FD1;6  107
Abbildung 4.12: Veränderung der instantanen Wirbelstrukturen bei Erhöhung des Kraftpara-
meters F. Die Visualsierung erfolgte mit folgenden Werten: 2D 1;5  107,  2  108 bzw.
 6;7  108 (von links nach rechts).
Bei einer weiteren Erhöhung der Kraft auf FD1;6  107 (T16) ist der gesamte Zylinder mit
kleinskaligen Wirbeln ausgefüllt (Abb. 4.12c). Besonders im oberen Teil, der bei den beiden klei-
neren Parametern noch relativ wenig Turbulenz aufwies, ist ein Anstieg zu verzeichnen. In Ab-
bildung 4.13 sind die zugehörigen Statistiken dargestellt. Die Grundströmung nähert sich einer
Symmetrie bzgl. zD0 an: Im Fall von T1 lässt sich das Rückflussgebiet im Zentrum des Zylin-
ders als birnenförmig beschreiben und der wandnahe, aufwärts gerichtete Strahl konzentriert sich
in der unteren Hälfte. Hier hingegen ist das Rückflussgebiet eher kastenförmig und der Strahl ragt
bis weit in die obere Hälfte hinein. Der Anstieg der maximalen axialen Geschwindigkeit beträgt,
bezogen auf T4, nur noch 50 Prozent und hat damit deutlich abgenommen. Zum Vergleich: Beim
Übergang von T1 auf T4 verdoppelten sich die Geschwindigkeiten. Dafür ist der turbulente Anteil
an der kinetischen Energie bereits auf 58 Prozent angestiegen. Ein Blick auf die 2D-Verteilung in
der Abbildung 4.13c zeigt, dass sich neben der für die Konfigurationen T1 und T4 charakteristi-
schen Turbulenzansammlung direkt oberhalb des Zentrums der mittleren, meridionalen Strömung
ein weiterer Bereich im Inneren der oberen Zylinderhälfte herausbildet, die den erst genannten
Bereich sogar in der Intensität übertrifft.
Bei der Studie der überkritischen TMF-Konfigurationen ließ sich neben dem bisher beschrie-
benen instantanen Strömungsmuster ein weiteres Regime detektieren. Die Abbildung 4.14 illu-
striert die darin vorherrschenden Turbulenzstrukturen. Im Gegensatz zu den Darstellungen in Ab-
bildung 4.12 tritt in diesem Regime ein in Umfangsrichtung langgestreckter Wirbel im unteren Teil
des Zylinders in den Vordergrund. In den anderen Bereichen des Zylinders treten merklich weniger
Wirbel auf, was vor allem in den Konfigurationen T1 und T4 ersichtlich ist. Auch beim höchsten
betrachteten Kraftparameter, T16, sind zeitweise noch Fragmente einer solchen langgestreckten
Wirbelstruktur erkennbar. Diese Regimeumstellungen korrelieren mit einer Reduktion der kineti-
schen Gesamtenergie E. Sie ist in der Abbildung 4.15 für die drei bisher betrachten Kraftparame-
4.3. Sensitive Strömungen unter dem Einfluss des wandernden Magnetfelds 65
(a) U (b) Meridionale Stromlinien (c) K
Abbildung 4.13: Konfiguration T16 (FD1;6  107): (a) Konturen der mittleren, axialen Geschwin-
digkeit U von  2220 bis 2220 mit einer Schrittweite von 440. (b) Meridionale Stromfunktion
von 0 bis 300 mit einer Schrittweite von 30. (b) Konturen der turbulenten kinetischen EnergieK
von 0 bis 2;8  106 mit einer Schrittweite von 2  105.
@I
(a) FD106
@I
(b) FD4  106
@I
(c) FD1;6  107
Abbildung 4.14: Auswirkung der Regimeumstellungen auf die instantanen Wirbelstrukturen. Die
Visualsierung erfolgt mit den gleichen 2-Werten wie in Abbildung 4.12.
ter und zusätzlich für FD250 000 aufgezeichnet. Dabei sind in den zeitlichen Verläufen jeweils
die beiden Zeitpunkte markiert, für die in den vorherigen Abbildungen die Wirbelverteilung illu-
striert wurde: t1 entspricht der Abbildung 4.12 und t2 der Abbildung 4.14. Im Fall des ca. zweifach
überkritischen Kraftparameters FD250 000 sind in dem simulierten Zeitraum von tges8 keiner-
lei Einbrüche der Energie zu verzeichnen. Auch eine genauer Blick auf die Geschwindigkeitsfelder
und die Wirbelstrukturen im Bereich um t5, in denen die Strömung weniger Schwankungen auf-
weist, lieferte keinerlei Indiz dafür, dass bei diesem Kraftparameter solche Regimeumstellungen
auftreten. In der Konfiguration T1 hingegen tritt eine relativ häufige Oszillation zwischen beiden
Regimen auf. In dem in Abbildung 4.15b dargestellten Zeitintervall (insgesamt liegen Daten von
knapp elf Zeiteinheiten vor, vgl. Tab. 4.3) sind vier länger anhaltene Einbrüche zu verzeichnen, bei
denen die kinetischen Energie um etwa 15 Prozent sinkt. Um zu verstehen, was der Auslöser für
diese Oszillationen ist, sind in den Abbildungen 4.16a & b für die Zeitpunkte t1 und t2 das axia-
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Abbildung 4.15: Zeitliche Entwicklung der räumlich gemittelten kinetischen Energie E.t/ für un-
terschiedliche Kraftparameter F. Die Markierungen t1 und t2 in den Grafiken (b) bis (d) entspre-
chen den Zeitpunkten, für die in den Abbildungen 4.12 und 4.14 die Wirbelstrukturen illustriert
sind.
(a) FD106, t1 (b) FD106, t2 (c) FD1;6  107, t1
Abbildung 4.16: Momentaufnahmen der axialen Geschwindigkeit zu den Zeitpunkten t1 bzw. t2
für die Konfiguration T1 und für t1 im Fall von T16.
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le Geschwindigkeitsfeld u abgebildet. Im ersten Regime, in dem auch die Wirbel gleichmäßig im
Zylinder verteilt auftreten (vgl. Abb. 4.12a), sind die Charakteristiken der Grundströmung relativ
deutlich ausgeprägt. An allen Winkelpositionen erstreckt sich der wandnahe Strahl bis in die obere
Zylinderhälfte und im Inneren liegt mittig ein birnenförmiges Rückflussgebiet. Im Gegensatz dazu
ist der wandnahe Strahl zum Zeitpunkt t2 in dem dem Betrachter zugewandten Teil aufgrund turbu-
lenter Fluktuationen in mehrere Teile zerrissen; auf der Rückseite bildet sich ein besonders großer
Strahl aus, der das Rückflussgebiet von sich weg schiebt. Dies hat zur Folge, dass der Torus in den
sichtbaren Ebenen in mehrere über längere Zeit stabile, kleine Zirkulationsgebiete zerfällt. Dadurch
sinken für diesen Zeitraum einerseits die maximal erreichten Geschwindigkeiten, da das Fluid nur
auf kürzeren Strecken beschleunigt wird. Andererseits treten in diesen Gebieten kaum turbulente
Strukturen auf. Einzig im untersten Zirkulationsgebiet entsteht ein langgestreckter Wirbel, der die
azimutale Ausdehnung dieser toroidalen Struktur illustriert. Die Reduktion der Turbulenz lässt sich
dadurch erklären, dass durch die Beschränkung der Strömung auf kleinere Zirkulationsgebiete sich
Fluktuationen weniger frei ausbreiten können. So weisen auch die Strömungen in Zylindern mit
einem kleineren Höhen- / Durchmesserverhältnis als dem hier betrachteten H=DD1 eine höhere
lineare Stabilitätsgrenze auf (Grants & Gerbeth, 2004). Beide Aspekte tragen dazu bei, dass die ki-
netische Energie absinkt. Nach einer gewissen Zeit vereinen sich die einzelnen Zirkulationsgebiete
wieder und die Strömung kehrt in ihr Ausgangsregime zurück. Im höher turbulenten Bereich treten
diese Strömungsumstellungen ebenfalls auf, jedoch nehmen sowohl deren Intensität als auch deren
Dauer ab (Abb. 4.15c & d). Im Fall von T16 existieren im Zylinder ständig so viele kleinere Zir-
kulationsgebiete (Abb. 4.16c), dass ein weiterer, temporärer Zerfall kaum noch Auswirkungen auf
das Niveau der totalen kinetischen Energie hat. Die Vermutung liegt nahe, dass bei einer weiteren
Erhöhung des Kraftparameters F , keine solchen langlebigen Strukturen mehr auftreten und somit
nur den hier untersuchten, transitionellen bzw. schwach turbulenten Bereich bestimmen.
In den vorliegenden Simulationen, die unter vollkommen achsensymmetrischen Bedingungen
durchgeführt wurden, treten die Einbrüche zufällig an bestimmten Winkelpositionen auf. Die Ab-
bildung 4.17 zeigt für T1 die zeitliche Entwicklung der axialen Geschwindigkeit für zwei verschie-
dene Winkelpositionen in einem Punkt in der oberen Zylinderhälfte, der im Ausgangsregime in-
nerhalb des aufwärtsgerichteten Strahls liegt (.z; r/D.0;3I 0;8/). So sind von den vier in der Ener-
gieverteilung beobachteten Einbrüchen an der ersten Position die ersten drei Regimeumstellungen
sichtbar, 90ı weiter nur der erste und der letzte. In diesen Grafiken sind die Geschwindigkeit und die
Zeit nicht in dimensionslosen Größen dargestellt, sondern bezogen auf den GaInSn-gefüllten Zylin-
der mit RD30mm, in dem vergleichende experimentelle Daten gewonnen wurden. Unter idealen
Bedingungen würden somit solche Oszillationen im Referenzexperiment etwa im 1/2-Stunden-Takt
−10
−5
 0
 5
 10
 0  2000  4000  6000  8000
u
 
/ m
m
/s
t / s
6 6 6 6
(a) .z; r; '/D.0;3I 0;8I 0/
−10
−5
 0
 5
 10
 0  2000  4000  6000  8000
u
 
/ m
m
/s
t / s
6 6 6 6
(b) .z; r; '/D.0;3I 0;8I/
Abbildung 4.17: DNS: Zeitliche Entwicklung der axialen Geschwindigkeit u für FD106 an zwei
verschiedenen azimutalen Positionen im Zylinder. Die Pfeile markieren die vier Bereiche, an
denen im Energieverlauf eine Regimeumstellung zu verzeichnen ist.
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auftreten und für mehrere Minuten anhalten. Die Frage ist nun, ob und inwieweit diese Erkennt-
nisse für die Praxis von Relevanz sind. Können solche Umstellungen auch in Laborexperimenten
und sogar in industriellen Anlagen auftreten? Motiviert durch diese Simulationsergebnisse führten
die Projektpartner J. Pal und A. Cramer vom HZDR äquivalente Experimente in der Versuchsan-
lage MULTIMAG durch. Bei exakter Ausrichtung des Zylinders im Magnetfeld gelang es ihnen,
ähnliche Oszillationen der axialen Geschwindigkeit nachzuweisen (Abb. 4.18). Die Verweildauer
auf dem niederen Niveau ist zwar nicht so ausgeprägt wie in den Simulationen und dauert maximal
ein bis zwei Minuten, jedoch ist die Geschwindigkeitsänderung auf bis zu  5mm/s vergleichbar.
Somit stellen diese Oszillationen zwischen den beiden beschriebenen Regimen einen wesentlichen
Mechanismus im transitionellen Bereich dar. Im Rahmen der experimentellen Studien stellte sich
zusätzlich heraus, dass die Strömung sehr sensitiv auf leichte Verschiebungen des Zylinders in-
nerhalb des Magnetfelds reagiert. Da solche Abweichungen gerade in industriellen Anwendungen
kaum zu vermeiden sind, wurde diesem Aspekt in einer kombinierten numerisch-experimentellen
Studie nachgegangen. Die Ergebnisse und auch wesentliche Details zum Aufbau und zur Durch-
führung der Messungen werden im nächsten Abschnitt präsentiert.
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Abbildung 4.18: Ultraschall-Doppler-Geschwindigkeitsmessung: Zeitliche Entwicklung der axia-
len Geschwindigkeit u für FD106 aufgenommen mit Sensor 3 (vgl. Abb. 4.19) an der Stelle
.z; r/D.0;3I 0;8/. (Die UDV-Daten wurden freundlicherweise von J. Pal vom HZDR zur Verfü-
gung gestellt.)
Zusammenfassend zeigt sich, dass das wandernde Magnetfeld eine sehr konträre Strömung zum
RMF im Flüssigmetall induziert. Die meridional zirkulierende Grundströmung ist hochgradig in-
stabil. Es bilden sich bereits ab einer achtfach überkritischen Kraft sehr starke Fluktuationen aus,
die in etwa die Hälfte der kinetischen Gesamtenergie ausmachen. Da die Wirbel verteilt im gesam-
ten Zylinder auftreten und ihre Orientierungen keine bevorzugte Richtung aufweisen, scheint sich
das TMF gut für Durchmischungsprozesse zu eignen. Jedoch ist diese Strömung aus den gleichen
Gründen auch viel weniger einschätzbar als die RMF-getriebene. So stellt sich die Frage, inwieweit
die in diesem Abschnitt untersuchten Regimeumstellungen Auswirkungen auf Mischungsvorgänge
haben. Daher werden im Abschnitt 4.6 zur Mischungseffizienz der einzelnen Magnetfelder beide
Regime getrennt betrachtet.
4.3.2 Änderungen bei exzentrischer Ausrichtung des Zylinders im Magnetfeld
Die im vorherigen Abschnitt vorgestellten Simulationen basierten auf der Annahme, dass idea-
le Bedingungen (z. B. homogenes Magnetfeld, keine Abschirmungseffekte, exakte Positionierung
des Zylinders im Magnetfeld usw.) vorherrschen. In industriellen Prozessen und auch in Laborkon-
figurationen sind diese Bedingungen kaum oder nur mit enormen Aufwand zu realisieren. „Un-
genauigkeiten“ können beispielsweise aufgrund von Produktionstoleranzen während der Herstel-
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lung einzelner Komponenten wie der Spulen bzw. des Aufbaus auftreten. Selbst wenn das Mag-
netfeld vollkommen axialsymmetrisch ist, können bei solch einer sensitiven Strömung wie der
TMF-getriebenen, minimale Neigungen und Verschiebungen zwischen der Magnetfeldachse und
der des Flüssigmetallbehältnisses Einfluss auf die Strömungsmuster haben.
Die nun folgende Studie widmet sich den Strömungseffekten die auftreten, wenn ein mit Flüssig-
metall gefüllter Zylinder minimal aus der koaxialen Position (d. h. Magnetfeld- und Zylinderachse
sind identisch) verschoben wird. Bei den parallel dazu durchgeführten experimentellen Untersu-
chungen von J. Pal und A. Cramer (HZDR) kam ein Zylinder mit einem Radius von RD30mm
zum Einsatz. Somit ist dieser im Vergleich zu den Abmaßen der MULTIMAG-Versuchsanlage (In-
nendurchmesser: 365mm, Höhe: 400mm) relativ klein und die Forderung eines langwelligen TMF
ist erfüllt. Die Winkelgeschwindigkeit des Magnetfelds wurde so eingestellt, dass der Abschirmpa-
rameter S bei etwa 1;2 lag (vgl. Abschnitt 4.1). Folglich lässt sich die Lorentzkraft in hinreichend
guter Näherung gemäß Abschnitt 2.2.2, Gleichung (2.21) bestimmen.
Die hier zum Vergleich vorgestellten experimentellen Daten stammen aus Ultraschall-Doppler-
Geschwindigkeitsmessungen (englisch: Ultrasonic Doppler Velocimetry, kurz: UDV) in einem
Gallium-Indium-Zinn gefüllten Zylinder. UDV bietet dabei neben der Eigenschaft, dass diese Tech-
nik für nicht durchsichtige Medien einsetzbar ist, folgende Vorteile: Erstens liefert dieses Ver-
fahren das gesamte, zeitlich aufgelöste Profil der in Richtung des Ultraschallstrahls verlaufenden
Geschwindigkeitskomponente und zweitens können mehrere Sensoren über einen Messstellenum-
schalter die Strömungsverteilung an mehreren Stellen gleichzeitig wiedergeben. Wie in der Abbil-
dung 4.19 gezeigt, wurden für diese Messungen sieben Sensoren im Boden des Plexiglaszylinders
eingelassen: einer in der Mitte und die sechs weiteren gleichmäßig in Umfangsrichtung verteilt
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Abbildung 4.19: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus im MULTIMAG. Die linke An-
sicht zeigt den Flüssigmetallzylinder auf dem xy-Traversiertisch innerhalb der sechs TMF-
Ringspulen und die sieben Sensoren, die im Boden des Plexiglaszylinders eingelassen sind.
Dabei ist zu beachten, dass die Abmaße hier nicht maßstabsgetreu sind – der Durchmesser des
Spulensystems beträgt mehr als das Sechsfache des Zylinderdurchmessers. Darunter ist die Po-
sitionierung der sieben Sensoren bei den Messungen skizziert. Die Sensoren 2, 5 und 7, entlang
deren Linie der Zylinder vorschoben wurde, sind zur Illustration zusammen mit dem idealisierten
Magnetfeld und des Achsenversatzes r0 in der rechten Skizze eingezeichnet. (Die linke Grafik
wurde freundlicherweise von J. Pal vom HZDR bereitgestellt.)
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nahe der Wand bei rD24mm. Nachteilig ist jedoch, dass die Sensoren im Vergleich zu den Zylin-
derabmaßen einen großen Durchmesser von 5mm haben und sich deren Strahl mit zunehmendem
Abstand vom Boden noch weiter aufweitet. Vor allem bei der Messung in Bereichen, in denen große
Geschwindigkeitsgradienten auftreten, erschwert dieses relativ große Messvolumen die Vergleiche
mit numerischen Simulationen (vgl. auch Cramer et al. (2011)). Der so präparierte Zylinder wur-
de auf einen nicht-magnetischen, zweiachsigen Traversiertisch gestellt. Die Positioniergenauigkeit
dieser xy-Traverse liegt unter 0;01mm und ermöglicht somit eine kontrollierbare Verschiebung
des Zylinders innerhalb des Magnetfelds.
Für die vergleichende Studie zwischen Experiment und Numerik wurde der achtfach überkriti-
sche Kraftparameter FD106 gewählt, der einen Kompromiss zwischen Rechenaufwand und den
messbaren Geschwindigkeiten darstellt. Bei einem kleinen Kraftparameter wären die Geschwin-
digkeiten so klein, dass die Messdauer aufgrund des Rauschens wesentlich erhöht werden müsste.
Bereits in dem hier betrachteten Fall liefen die Messungen annähernd zwei Stunden, was eine Her-
ausforderung an die Messtechnik darstellte. So begannen die Ultraschallsignale nach etwa einer
Stunde schwächer zu werden und verschwanden aufgrund fehlender Echos von Partikeln schließ-
lich vollständig (A. Cramer, persönliche Information). Die Abbildung 4.20 präsentiert einen Ver-
gleich der axialen DNS- und UDV-Geschwindigkeitsprofile bei koaxialer Positionierung des Zy-
linders im Magnetfeld. Im Experiment wurde diese Position dadurch bestimmt, dass der Zylinder
mit dem xy-Tisch solange schrittweise verschoben wurde, bis die bestmögliche Übereinstimmung
aller sechs äußeren Profile (in der Abbildung grau dargestellt) erzielt wurde. Entlang der Achse bei
rD0mm weisen die DNS und UDV-Daten eine hohe Ähnlichkeit auf. Vor allem im Bereich der
höchsten, abwärtsgerichteten Geschwindigkeiten, d. h. plakativ gesprochen, in der Mitte der Birne,
wo der Gradient in radialer Richtung annähernd Null ist, liegen die beiden Kurven nahe beieinan-
der. Die Übereinstimmung an der äußeren Position rD24mm ist erwartungsgemäß geringer, da
sich in diesem Bereich ein starker Geschwindigkeitsgradient befindet (vgl. Abb. 4.11c). So ist die
maximale Geschwindigkeit bei der DNS um ca. 17 Prozent niedriger als bei der UDV-Messung; in
beiden Fällen liegt das Maximum jedoch etwa 5mm unterhalb der mittleren, horizontalen Ebene
zD0mm.
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Abbildung 4.20: Mittlere, axiale Geschwindigkeitsprofile aus den UDV-Messungen und der DNS
bei koaxialer Positionierung des Zylinders im Vergleich. Die obere schwarze Kurve ist der Mit-
telwert der sechs Profile von Sensor 1 bis 6. Letztere sind in der Abbildung grau dargestellt. (Die
UDV-Daten wurden freundlicherweise von J. Pal vom HZDR zur Verfügung gestellt.)
Wie bereits in der Einleitung von Kapitel 3 erwähnt, dauerte die DNS der koaxialen Konfigu-
ration acht Monate. Die Strömungsberechnungen bei exzentrischer Positionierung des Zylinders,
d. h. r0¤0, wurden daher mittels SVV-LES durchgeführt. Der folgende Abschnitt 4.3.2.1 widmet
sich der dafür notwendigen Anpassung der SVV-Technik. Im Abschnitt 4.3.2.2 wird anschließend
der Einfluss eines minimalen Achsenversatzes auf die Strömungseigenschaften diskutiert. Ergänzt
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werden die Studien im transitionellen Bereich (FD106) durch analoge Direkte Numerische Simu-
lationen mit dem unterkritischen Kraftparameter FD105.
4.3.2.1 Anpassung der SVV-Technik
Ausgehend von den Ergebnissen zur Rohrströmung in Abschnitt 3.2.3.2 werden auf den folgenden
Seiten die wesentlichen Schritte präsentiert, wie sich die Technik der spektral verschwindenden
Viskosität für Large Eddy Simulationen einer TMF-getriebenen Strömung bei FD106 anpassen
lässt. Auch hierfür werden mehrere LES-Gitter genutzt, um den Einfluss der räumlichen Auflösung
auf die Ergebnisse zu studieren. Die Abbildung 4.21 zeigt die für die SVV-Studien verwendeten
LES-Gitter. Im Vergleich dazu ist das DNS-Gitter dargestellt, welches für die Simulation der Strö-
mung unter idealen Bedingungen eingesetzt wurde (vgl. Abschnitt 4.3.1). Zur Erinnerung: Dieses
Gitter besteht aus 256 Halbebenen, die jeweils in 2550 Spektralelemente mit einem Polynomgrad
von P D7 unterteilt sind. Die mit diesem Gitter gewonnenen DNS-Daten dienen als Referenz in
den folgenden LES-Studien.
DNS-Gitter LES-Gitter 1 LES-Gitter 2
Abbildung 4.21: DNS- und LES-Gitter ohne inneren Knoten.
Beide LES-Gitter haben gemeinsam, dass die Anzahl der Halbebenen auf 48 reduziert ist und
dass das meridionale Gitter aus 510 Spektralelementen besteht. Der Polynomgrad ist in beiden
Fällen identisch zu dem Wert aus der DNS, d. h. P D7. Die Größe der wandnächsten axialen bzw.
radialen Elemente ist leicht gestiegen, so dass die viskose Unterschicht mit zC und rC<0;3 aufge-
löst wird. Der entscheidende Unterschied zwischen Gitter 1 und Gitter 2 ist die Größe der inneren
Spektralelemente. Im ersten Fall wurde ein konstanter Streckungsfaktor von 2;11 für alle Elemente,
einschließlich der wandnahen, verwendet. Infolgedessen sind die Elemente an der Achse sehr groß.
Für das zweite LES-Gitter wurde die Größe der inneren Elemente unabhängig von den äußersten,
wandnächsten Elementen bestimmt. Der moderate Streckungsfaktor von 1;2 stellt sicher, dass der
Bereich um die Achse höher aufgelöst ist. In beiden Fällen kann die Zeitschrittweite verdoppelt
werden. Dementsprechend sparen die Large Eddy Simulationen im Vergleich zur DNS etwa 99;7
Prozent an Rechenzeit.
In einer ersten Studie mit Gitter 1 steht der Einfluss der SVV-Parameter im Mittelpunkt. Ausge-
hend von einer vergleichbaren Parameterkombination wie bei der Rohrströmung, und zwar
Mzr D PC12 D 4 ; M' D NC12 D 12 ; und "zr D "' D 5 ; (4.8)
werden die SVV-Amplituden "zr und "' bis auf 50 erhöht und, unabhängig davon, die Aktivie-
rungsmoden Mrz und M' bis auf 2 bzw. 6 reduziert. In der Abbildung 4.22 sind die Ergebnisse
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Abbildung 4.22: Mittlere axiale Geschwindigkeit U (links) und turbulente kinetische Energie K
(rechts) entlang zD 0;5 für unterschiedliche SVV-Parameterkombinationen und Verwendung
des LES-Gitters 1. DNS-Ergebnisse dienen als Referenz. Für K ist eine Vergrößerung des Ach-
senbereichs (r0:1) in der eingebetteten Grafik dargestellt.
dieser Studie zusammengefasst. Dargestellt sind die Profile der mittleren, axialen Geschwindig-
keit U und der turbulenten kinetischen EnergieK entlang zD 0;5, wo die Geschwindigkeitskom-
ponente U in etwa ihr Maximum erreicht. (Die radiale Komponente bzw. andere Bereiche im Zy-
linder liefern vergleichbare Ergebnisse und sind daher hier nicht abgebildet.) Auf den ersten Blick
gleichen sich die Kurven sehr. Ähnlich wie bei der Rohrströmung weisen die LES-Profile eine
bemerkenswerte Übereinstimmung mit den DNS-Daten auf und die Variation der SVV-Parameter
verändern die Ergebnisse nicht wesentlich. Eine Detailstudie der Achsenregion offenbart für das
hier betrachtete LES-Gitter 1 erneut eine Ansammlung an turbulenter kinetischer Energie. Zur
Veranschaulichung dieser Artefakte zeigt die Abbildung 4.23a eine Momentaufnahme der Wirbel-
strukturen bei Verwendung dieses Gitters und der SVV-Parameter gemäß (4.8). Im Zentrum des
Zylinders sind kleine, vertikale Wirbelröhren zu beobachten, die exakt entlang der Zylinderachse
ausgerichtet sind. Diese Strukturen besitzen jedoch keine Ebenbilder in der DNS.
 	
 	
(a) LES-Gitter 1 (b) LES-Gitter 2
Abbildung 4.23: Intantante Wirbelstrukturen bei Verwendung von Gitter 1 bzw. Gitter 2. Die Wir-
bel sind für denselben 2-Wert, 2D 1;5  107, dargestellt wie die DNS-Momentaufnahme in
Abbildung 4.11b. Die roten Pfeile markieren nicht-physikalische Ansammlungen turbulenter ki-
netischer Energie.
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Abbildung 4.24: Mittlere axiale Geschwindigkeit U (links) und turbulente kinetische Ener-
gie K entlang zD 0;5 in Abhängigkeit von der Wahl des Spektralelemente-Gitters. Die SVV-
Parameter lauten MzrD4, M'D12 und "zrD"'D5.
Genauso wie bei der Rohrströmung wurden Large Eddy Simulationen mit den modifizierten
SVV-Kernfunktionen und Spektralelemente-Gittern durchgeführt, um die Ansammlung der turbu-
lenten Energie zu verhindern. Auch hier führt die Verwendung von Q1 und Q2 zu keiner Verbes-
serung. Eine geeignete Wahl des Gitters stellt hingegen eine ausreichende Dissipation im Achsen-
bereich sicher, wie die Abbildung 4.24 für das LES-Gitter 2 zeigt. Die Wirbelröhren, wie sie bei
Gitter 1 auftreten, sind in diesem Fall fast vollständig verschwunden (Abb. 4.23b). Eine Untersu-
chung der zeitlichen Entwicklung der über das Volumen gemittelten kinetischen Gesamtenergie
E.t/ ergab weiterhin, dass auch bei den Large Eddy Simulationen die Strömung zwischen den bei-
den in Abschnitt 4.3.1 beschrieben Regimen oszilliert und die Dauer und Intensität vergleichbar
zur DNS ist.
Entsprechend den hier vorgestellten LES-Studien wird für die folgenden Untersuchungen zur
exzentrischer Ausrichtung des Zylinders im Magnetfeld das Gitter 2 in Kombination mit den SVV-
Parametern gemäß (4.8) verwendet.
4.3.2.2 Strömungscharakteristiken bei Verschiebung des Zylinders
In den experimentellen Studien wurde der Zylinder sukzessive in 1/8mm-Schritten in Richtung
des Sensors 2 verschoben, so dass die Magnetfeldachse sich, wie in Abbildung 4.19 dargestellt,
zwischen Sensor 5 und 7 befindet. Diese Nummerierung wird im Folgenden auch für die Positions-
angaben in den numerischen Simulationen verwendet. Der maximale betrachtete Versatz r0 beträgt
1mm und entspricht damit 1/30 vom Zylinderradius. Die Differenz der resultierenden Lorentzkraft
beläuft sich in axialer Richtung im Vergleich zur Kraft im unverschobenen Fall auf vier Prozent
(vgl. Abschnitt 2.2.2, Tab. 2.1). Werden die nun zusätzlich entstehenden radialen bzw. azimutalen
Kraftkomponenten mit einbezogen, ändert sich die Lorentzkraft insgesamt um ca. sechs Prozent.
Im Gegensatz dazu ist der Einfluss des Versatzes auf die Strömung im Fall von FD106 erheblich.
Zur Illustration ist in der Abbildung 4.25 für die koaxiale und die exzentrische Positionierung mit
r0D1mm die mittlere axiale Geschwindigkeit und die mittlere Strömung mittels Vektoren in zwei
Schnittebenen dargestellt. Die erste Ebene 'D0ı / 180ı liegt entlang der Sensoren 2, 5 und 7 und
die zweite um 90ı gedreht dazu. Für den direkten Vergleich mit experimentellen Daten sind die
Koordinatenrichtungen und die Geschwindigkeiten in diesem Abschnitt durchgängig dimensions-
behaftet abgebildet. In der Ebene 'D0ı / 180ı entlang der Verschubrichtung wird die Symmetrie
aufgehoben. Auf der rechten Seite, die sich bei einem Versatz näher an den TMF-Spulen befindet,
vergrößert sich das Einflussgebiet des aufwärtsgerichteten Strahls (vgl. Abb. 4.25c). Dieser drängt
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(a) r0D0mm (b) r0D0mm
(c) r0D1mm (d) r0D1mm
Abbildung 4.25: Konturen der mittleren axialen Geschwindigkeit U und vektorielle Darstellung
der Strömung in den Ebenen 'D0ı / 180ı (a,c) bzw. 'D90ı / 270ı (b,d) bei koaxialer Positio-
nierung (oben) und bei einem Verschub von r0D1mm (unten) für den unterkritischen Kraftpa-
rameter FD106. Die Konturniveaus sind von  8 bis 8mm/s mit einer Schrittweite von 1mm/s
dargestellt.
das Rückflussgebiet im Inneren des Zylinders auf die andere Seite, wodurch in diesem Bereich
nur noch Fragmente von dem Strahl übrig bleiben. Dadurch bildet sich in dieser Ebene ein großes
Zirkulationsgebiet aus. In der um 90ı gedrehten Ebene hingegen bleibt die Axialsymmetrie erwar-
tungsgemäß erhalten. Das absolute Maximum der axialen Geschwindigkeit sinkt bei r0D1mm um
etwa 30 Prozent und somit erheblich stärker als die Änderung der Lorentzkraft vermuten lässt. So-
wohl im Rückflussgebiet als auch im wandnahen Strahl wandert das Maximum im Vergleich zur
unverschobenen Konfiguration nach oben und liegt nun etwa auf halber Höhe.
Die Darstellung der axialen Geschwindigkeit an den Sensorpositionen 2, 5 und 7 in Abhängig-
keit vom Versatz r0 in der Abbildung 4.26 fasst die eben beschriebenen Strömungsveränderungen
in einer Grafik zusammen: Im Zentrum des Zylinders (Sensor 7) sinkt mit steigender Verschiebung
r0 die Geschwindigkeit, wohingegen an der Sensorposition 2 durch die Ausbreitung des wandnahen
Strahls die Geschwindigkeit zunimmt. In beiden Fällen verschiebt sich das Maximum nach oben.
An der Postion 5 hingegen wird das Rückflussgebiet immer dominanter, so dass an dieser Profillinie
die Geschwindigkeit negativ wird. Die Welle im unteren Teil des Zylinders bei z 20mm korre-
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Abbildung 4.26: LES für F D 106: Entwicklung der mittleren axialen Geschwindigkeitsprofile
an den Sensorpositionen 2, 5 und 7 bei sukzessiver Verschiebung des Zylinders von r0D0 bis
1mm.
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Abbildung 4.27: UDV-Messungen für FD 106: Entwicklung der mittleren axialen Geschwindig-
keitsprofile an den Sensorpositionen 2, 5 und 7 bei sukzessiver Verschiebung des Zylinders von
r0D0 bis 1mm. (Die Daten wurden freundlicherweise von J. Pal vom HZDR zur Verfügung
gestellt.)
liert mit dem übriggebliebenen Fragmenten der aufwärtsgerichteten Strömung in der linken unteren
Ecke in Abbildung 4.25c, in der sich ein kleiner Wirbel mit der gleichen Drehrichtung wie der Torus
bei koaxialer Positionierung ausbildet. Bemerkenswert ist, dass in den numerischen Simulationen
die Profile sich nicht linear mit dem Versatz r0, sondern relativ sprunghaft ändern. So liegen die
Kurven für r0D0;5 und 1mm sehr dicht beieinander. In den experimentellen Studien hingegen ist
der Übergang zwischen den einzelnen Konfigurationen fließender (Abb. 4.27). Vor allem im Über-
gangsbereich bei r0D0;25 bzw. 0;5mm zeigen die UDV- und LES-Profile nur qualitative Überein-
stimmungen. Bei der maximalen Verschiebung von r0D1mm stimmen wesentliche Eigenschaften
wieder gut überein. So werden im Rückflussgebiet sowohl bei der LES als auch im Experiment nur
noch  6mm=s gemessen und die Geschwindigkeitsprofile an der Position 5 offenbaren in beiden
Fällen eine über einen weiten Bereich abwärtsgerichtete Strömung von bis zu  4mm=s. Die Mes-
sungen an dieser Position lassen im unteren Teil des Zylinders ebenfalls auf einen ausgeprägten,
stationären Wirbel schließen, wie es bereits weiter oben anhand der Konturdarstellungen diskutiert
wurde. Inwieweit die Vernachlässigung der Abschirmung oder andere Idealisierungen bei den Si-
mulationen für die Unterschiede zwischen Simulation und Experiment verantwortlich sind, lässt
sich an dieser Stelle nicht abschließend klären. Ein Abgleich der UDV-Daten mit den berechne-
ten minimalen bzw. maximalen Geschwindigkeitsprofilen innerhalb des jeweiligen Messvolumens
offenbarten jedoch, dass die Unterschiede zwischen Experiment und Numerik um so größer sind,
je steiler der Geschwindigkeitsgradient im Messvolumen ist. Die gemessenen Profile liegen dabei
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weitestgehend innerhalb der von den numerisch bestimmten Minimal- und Maximalwerten aufge-
spannten Bereiche. Klarheit könnten ergänzende Messungen mit einer Potenzialsonde liefern, die
eine höhere örtliche Auflösung ausweist oder die Verwendung eines größeren Flüssigmetallbehält-
nisses. Im letzten Fall müssten die Annahmen in den numerischen Simulationen überprüft werden,
da das TMF höchstwahrscheinlich nicht mehr als langwellig angenommen werden kann bzw. die
Einflüsse einzelner Spulen so deutlich werden, dass diese bei der Bestimmung der Lorentzkraft mit
berücksichtigt werden müssen.
Ergänzend zu den mittleren Geschwindigkeiten lohnt sich auch ein Blick auf die turbulenten
Strukturen, um den großen Einfluss einer solch minimalen Verschiebung näher zu charakterisieren.
Zur Erinnerung: Im Falle einer idealen koaxialen Ausrichtung oszilliert die Strömung bei diesem
Kraftparameter zwischen zwei Regimen. Im primären Regime sind die Wirbel über das gesamte
Zylindervolumen verteilt und weisen eine zufällige Orientierung auf. Im zweiten Regime bildet
sich an einer beliebigen azimutalen Position ein langgestreckter Wirbel aus, der von einem Zerfall
der wandnahen Aufwärtsströmung begleitet wird (vgl. Abb. 4.14 und Abb. 4.16). Bei einer Ge-
genüberstellung der mittleren Strömung für 1mm Verschiebung (Abb. 4.25c) treten die Parallelen
deutlich zu Tage. Daher ist es nicht überraschend, dass sich mit steigendem r0 diese Wirbelstruktur
im unteren Teil des Zylinders dauerhaft durchsetzt und die Turbulenz insgesamt im Zylinder ab-
sinkt (Abb. 4.28). Im Gegensatz zur koaxialen Konfiguration ist die Position dieses langgestreckten
Wirbels nicht mehr zufällig. Sein Zentrum liegt nun immer an der Stelle im Zylinder, die sich am
dichtesten in der Mitte des Magnetfelds befindet. Im Fall von r0D0;25mm treten beide Regime
gleichrangig auf, wie die Abbildung 4.29a offenbart. So ist noch häufig eine gleichmäßige Ver-
teilung der turbulenten Strukturen im Zylinder zu beobachten (Abb. 4.28a). Ab r00;25mm setzt
sich das zweite Regime durch, da das Rückflussgebiet im Inneren des Zylinders aufgrund der Ände-
rung der Lorentzkraft dauerhaft den axialen Strahl auf der einen Seite des Zylinders verdrängt. Dies
erklärt auch das sprunghafte Absinken der absoluten Geschwindigkeiten, die bei dem Vergleich der
LES-Geschwindigkeitsprofile sichtbar wurden, da die kinetische Gesamtenergie ab r0D0;25mm
gleichmäßig auf dem unteren Niveau fluktuiert (Abb. 4.29b) und diese bekanntlich ein globales
Maß für die auftretenden Geschwindigkeiten ist.
Die Veränderungen der turbulenten Strukturen haben somit einen erheblichen Einfluss auf das
gesamte Strömungsbild und tragen entscheidend dazu bei, dass sich bereits bei einer kleinen Ver-
schiebung des Zylinders die Strömung so stark umstellt. Bestätigen lässt sich diese Aussage durch
einen Blick auf den unterkritischen Fall mit FD105. Für diesen Kraftparameter sind in Abbil-
dung 4.30 in der Ebene 'D0ı / 180ı das stationäre Strömungsfeld mit und ohne Verschiebung
(a) r0D0;25mm (b) r0D0;5mm (c) r0D1mm
Abbildung 4.28: Typische instantane Wirbelstrukturen für FD106 bei einer Verschiebung des Zy-
linders zwischen r0D0;25 und 1mm. Der 2-Wert beträgt wiederum  1;5  107.
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Abbildung 4.29: Zeitliche Entwicklung der räumlich gemittelten kinetischen Energie E.t/ in Ab-
hängigkeit von der Verschiebung r0 für FD106.
(a) r0D0mm (b) r0D1mm
Abbildung 4.30: Konturen der axialen Geschwindigkeit U und vektorielle Darstellung der Strö-
mung in der Ebene 'D0ı / 180ı bei koaxialer Positionierung (links) und bei einem Verschub
von r0D1mm (rechts) für den unterkritischen Kraftparameter FD105. Die Konturniveaus sind
von  3 bis 3mm/s mit einer Schrittweite von 0;5mm/s dargestellt.
dargestellt. Zusätzlich zeigt die Abbildung 4.31 die Entwicklung der axialen Geschwindigkeit ent-
lang der Sensorprofile in Abhängigkeit von r0 für die in der Verschubebene liegenden Sensoren
2, 5 und 7. Im Gegensatz zum überkritischen Fall bleibt die Grundstruktur der Ausgangsströmung
erhalten, sie verlagert sich nur auf die Seite des Zylinders, die nach der Verschiebung weiter in der
Mitte des Magnetfelds steht. Der aufwärtsgerichtete Strahl auf dieser Seite wird zwar schmaler,
zerfällt aber nicht in mehrere Teile. Auch die Maximalgeschwindigkeiten bleiben in etwa auf dem
gleichen Niveau. Sowohl in der Konturdarstellung als auch bei den Profilen zeigt sich, dass sich in
diesem Fall die vertikalen Positionen der lokalen Minima bzw. Maxima kaum verändern.
Die hier vorgestellten Ergebnisse geben einen ersten Einblick in die Empfindlichkeit der TMF-
getriebenen Strömung. Vor allem im transitionellen Bereich ist eine besondere Sorgfalt notwendig,
wenn dieses Magnetfeld eingesetzt werden soll. In Fällen, in denen bestimmte Aufgaben auch mit
anderen Magnetfeldern realisierbar sind, sollte die Alternative mit in Betracht gezogen werden. So
wurde beispielsweise das rotierende Magnetfeld bereits erfolgreich zur Unterdrückung von Tem-
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Abbildung 4.31: DNS für F D 105: Entwicklung der mittleren axialen Geschwindigkeitsprofile
an den Sensorpositionen 2, 5 und 7 bei sukzessiver Verschiebung des Zylinders von r0D0 bis
1mm.
peraturfluktuationen in Czochralski-Konfigurationen eingesetzt (Grants & Gerbeth, 2007). Eine
andere Möglichkeit bietet auch eine Kombination des TMF mit einem weiteren Magnetfeld um
eine besser kontrollierbare Strömung zu erzeugen. In den nächsten beiden Abschnitten werden ex-
emplarisch zwei Konfigurationen vorgestellt. In beiden wird das wandernde Magnetfeld mit einem
rotierenden überlagert: im ersten Fall mit hinreichend verschiedenen Magnetfeldfrequenzen und
im zweiten Fall mit identischen.
4.4 Tornadoähnliche Eigenschaften bei Überlagerung
mit verschiedenen Frequenzen
Die Idee hinter einer Überlagerung besteht darin, die RMF- und TMF-getriebenenen Strömungen
so zu kombinieren, dass sich bessere Transport- und Mischungsmechanismen einstellen. In diesem
Abschnitt wird der Fall betrachtet, bei denen die Magnetfeldfrequenzen hinreichend verschieden
sind, d. h. j!j  0. Das ist beispielsweise dadurch erreichbar, dass !TD2!R gesetzt wird. In-
folgedessen sind, wie in Abschnitt 2.2.3 dargestellt, die Wechselwirkungseffekte zwischen den
Magnetfeldern vernachlässigbar und die Lorentzkraft setzt sich aus den Einzelkräften von RMF
und TMF zusammen: Ef D.fz; fr ; f'/TD.fT; 0; fR/T.
Da die mit dem rotierenden Feld R1 (TaD106) erzielten Geschwindigkeitsamplituden um den
Faktor vier höher sind als für das wandernde Magnetfeld T1 mit FD106, liegt die Vermutung
nahe, dass die azimutale Strömung dominiert. Ein Blick auf die instantane Strömung in der Abbil-
dung 4.32a offenbart, dass das RMF die Einflüsse des TMF in den meridionalen Richtungen fast
vollständig unterdrückt, obwohl die Lorentzkräfte beider Felder vergleichbar sind. Sowohl instan-
tane Geschwindigkeiten als auch die mittlere Strömung (hier nicht dargestellt) ähneln der RMF-
Konfiguration R1. Entsprechend treten vorrangig Taylor-Görtler-Wirbel als turbulente Strukturen
in der Strömung auf.
Erst bei einer Überlagerung von R1 mit einem vierfach stärkeren TMF (T4) stellen sich Verän-
derungen in der Strömung ein. Insgesamt weisen die Strömungseigenschaften immer noch große
Ähnlichkeiten zu denen von R1 auf (Abb. 4.32b und Abb. 4.33a & b). Jedoch verschiebt das wan-
dernde Magnetfeld das vom RMF aufgeprägte azimutale Moment hin zum Zylinderdeckel und
bricht dadurch die horizontale Symmetrie. Das Maximum der mittleren Umfangsgeschwindigkeit
verlagert sich nach oben und liegt im Fall von R1+T4 bei zD0;945 und rD0;641. Diese Verände-
rung bewirkt eine Ausweitung des Bödewadteffekts und folglich eine Erhöhung der meridionalen
Zirkulation im oberen Teil des Zylinders (Abb. 4.33b). Gleichzeitig steigt in diesem Bereich die
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(a) R1CT1 (b) R1CT4
Abbildung 4.32: Instantane Geschwindigkeit u? in der Ebene ' D 0ı / 180ı bei Überlagerung
des rotierenden Magnetfelds R1 mit einem wandernden Magnetfeld (entweder T1 oder T4) bei
hinreichend verschiedenen Feldfrequenzen.
(a) W (b) Meridionale Stromlinien (c) K
Abbildung 4.33: Konfiguration R1CT4: (a) Konturen von W , dargestellt zwischen 0 und 3300
mit einer Schrittweite von 300. (b) Meridionale Stromfunktion von  25 bis 60 mit einer Schritt-
weite von 5. Gestrichelte Linien kennzeichnen negative Werte. (c) Konturen von K, dargestellt
zwischen 0 und 2  105 mit einer Schrittweite von 2  104.
Anzahl der Taylor-Görtler-Wirbel, wohingegen im unteren Teil sowohl die mittlere Strömung als
auch die Turbulenz gedämpft werden. Somit zeigt sich der Symmetrieverlust auch in der Verteilung
der turbulenten kinetischen Energie in der Abbildung 4.33c. Zusätzlich zur erwarteten Änderung
der lokalen K-Amplituden entlang des Zylindermantels tritt in diesem Fall das globale Maximum
nahe des Deckels bei r0;42 auf und nicht mehr in der Ecke zwischen Deckel und Mantel wie in
den RMF-getriebenen Strömungen. Diese qualitative Veränderung ist darauf zurückzuführen, dass
eine größere Menge an Taylor-Görtler-Wirbeln als im Fall des reinen RMF in die Bödewadtschicht
transportiert werden und dort dissipieren.
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Insgesamt zeigt sich, dass bei einer Kombination mit j!j  0 das rotierende Magnetfeld die
Strömung dominiert. Das Wanderfeld führt im Wesentlichen zu einer axialen Umverteilung des
Drehimpulses, die mit entsprechender Änderung der Turbulenzintensität einhergeht. In der Konfi-
guration R1CT4 treten die höchste Verwirbelung und Turbulenzintensität innerhalb der Bödewadt-
schicht am Zylinderdeckel auf. Obwohl durch die Hinzunahme des TMF eine viel größere Kraft auf
das Fluid wirkt, gibt es keine tiefgreifenden Änderungen der mittleren Strömungscharakteristiken
oder der turbulenten Strukturen. Somit bietet diese Überlagerung im Vergleich zum reinen RMF
wenig Vorteile in Mischungsvorgängen.
Die Umverteilung und lokale Erhöhung des Drehimpulses im Fall von FD4  Ta weisen darauf
hin, dass sich das azimutale Moment im Kern durch eine weitere Steigerung der TMF-Lorentzkraft,
sprich der axialen Kraftkomponente, signifikant erhöht. Um dies zu verifizieren, wurden zwei wei-
tere Simulationen durchgeführt, und zwar mit einem 16-fach bzw. 32-fach höheren TMF (R1CT16
und R1CT32). In der Tabelle 4.6 ist die Entwicklung der Extrema für die einzelnen Geschwin-
digkeitskomponenten und der globalen Energiewerte bei Steigerung des TMF-Kraftparameters F
zusammengefasst. Zusätzlich sind in den Abbildungen 4.34 bis 4.37 die wesentlichen Veränderun-
gen in der Strömung illustriert.
Konfig. Umin Umax Vmin Vmax Wmin Wmax Kmax=104 NE=104 E 0=104
R1 -401 396 -1249 322 0 3073 15;29 294;23 4;44
R1CT1 -367 444 -1306 346 0 3112 15;98 294;62 4;50
R1CT4 -360 550 -1530 449 0 3414 21;46 300;60 5;38
R1CT16 -755 933 -2273 762 0 4614 96;27 380;05 21;53
R1CT32 -975 1705 -3002 941 0 5626 284;73 431;85 98;91
Tabelle 4.6: Übersicht: Œ:min und Œ:max stellen die Minima und Maxima der mittleren Geschwin-
digkeitskomponenten undKmax die maximale turbulente kinetische Energie dar. NE kennzeichnet
den mittleren und E 0 den turbulenten Anteil der kinetischen Energie.
Bei einer Erhöhung der axialen Kraftkomponente auf FD1;6  107 (R1+T16) konzentrieren sich
die turbulenten Strukturen in der oberen Hälfte des Zylinders und werden in der unteren Hälf-
te fast vollständig unterdrückt (Abb.4.34c). Gleichzeitig bricht die für das RMF typische, meri-
dionale Doppeltorus-Struktur auf und es entsteht, wie die Abbildung 4.35c zeigt, ein einzelnes
Zirkulationsgebiet, welches sich über die gesamte Höhe erstreckt. Im Vergleich zum reinen TMF
mit FD1;6  107 erreicht die Geschwindigkeit in axialer Richtung jedoch nur ca. 40 Prozent (vgl.
Tab. 4.5 und Tab. 4.6), obwohl der Kraftparameter vom TMF 16-mal höher als der vom RMF ist.
Wird das TMF noch weiter erhöht auf FD3;2  107 (R1+T32), stellt sich eine chaotische, kegel-
(a) R1CT1 (b) R1CT4 (c) R1CT16 (d) R1CT32
Abbildung 4.34: Instantane Wirbelstrukturen bei Überlagerung von R1 mit unterschiedlich star-
ken wandernden Magnetfeldern T1, T4, T16 bzw. T32. Die für die Visualisierung verwendeten
2-Schwellenwerte lauten von links nach rechts  108,  108,  5  108 und  109.
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(a) F=TaD1 (b) F=TaD4
(c) F=TaD16 (d) F=TaD32
Abbildung 4.35: Mittlere axiale GeschwindigkeitU (jeweils links) und turbulente kinetische Ener-
gieK (rechts) für die vier Konfigurationen R1CT1 bis R1CT32. Die Konturlevels unterscheiden
sich jeweils um 20 % bzw. 10 % bezogen auf die absolute Maxima von U und K (vgl. Tab. 4.6).
(a) FD0 (b) F=TaD5
(c) F=TaD12 (d) F=TaD60
Abbildung 4.36: UDV-Messungen der mittleren axialen Geschwindigkeit (in mm/s) in einem Zy-
linder mit RD45mm und bei einer Taylorzahl von TaD2;5  106 (Grants et al., 2008, Abb. 8,
Nachdruck mit Erlaubnis von Cambridge University Press).(Die Grafiken wurden freundlicher-
weise von G. Gerbeth vom HZDR bereitgestellt.)
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förmige Wirbelverteilung ein, bei der die Spitze nach unten zeigt und bis weit in die untere Hälfte
ragt (Abb.4.34d). Taylor-Görtler-Wirbelstrukturen existieren nicht mehr. Interessanterweise ändert
sich entlang der Zylinderachse die Richtung der axialen Geschwindigkeit und zeigt nun aufwärts
(Abb. 4.35d). Dies steht in Widerspruch zu den durch die Einzelfelder erzeugten Strömungscharak-
teristiken. Im Kontext atmosphärischer Strukturen wie Tornados und Zyklonen ist dieses Phänomen
wohlbekannt. So kann sich im Zentrum eines Tornados das sogenannte Auge ausbilden. Auch in
der hier betrachten Strömung tritt der für Tornados typische Effekt auf, dass der innere Kern relativ
ruhig rotiert und sich um ihn herum ein Ring aus Wirbeln ausbildet. UDV-Messungen von Grants
et al. (2008) lieferten vergleichbare Daten für die axiale Geschwindigkeit (vgl. Abb. 4.36). Zusätz-
liche Oberflächenmessungen mittels PIV an einem offenen Zylinder wiesen ebenfalls auf die hier
beschriebene, ringförmige Wirbelverteilung hin. Für noch höhere Verhältnisse F=Ta100 konnten
die Autoren zeigen, dass sich der Ring auf einen Punkt im Zylinder zusammenzieht.
Wie es sich in der Konfiguration R1+T4 bereits andeutete, hat die Erhöhung der axialen Kraft-
komponente nicht nur Auswirkung auf die meridionale Strömung. Im Vergleich zur reinen RMF-
Strömung steigt auch der azimutale Drall sukzessive an. Im Fall von R1+T32 ist die maxima-
le Umfangsgeschwindigkeit bereits um den Faktor 1;8 angestiegen. Dies geschieht jedoch nicht
gleichmäßig über die gesamte Höhe, sondern vor allem im oberen Bereich des Zylinders, wohin
das Fluid durch die vom TMF induzierte Lorentzkraft gezogen wird (Abb. 4.37). Auch diese Ver-
stärkung des Dralls findet ihre Analogie in eben genannten atmosphärischen Strömungen oder aber
auch im Kleinen, wenn ein Wirbel über dem Auslass einer Badewanne entsteht. Grants et al. (2008)
gingen daher auch weniger auf die Mischungseffizienz dieser Konfiguration ein, sondern diskutier-
ten in erster Linie die sich mit dieser Konfiguration eröffnenden Forschungsmöglichkeiten. Für
gewöhnlich werden die hier beschriebenen Phänomene in offenen Strömungen studiert, bei denen
sich Fluid und somit Masse aus dem zu untersuchenden Bereich entfernt. Im Gegensatz dazu bietet
die Überlagerung von RMF und TMF eine geschlossene Konfiguration, in der sich die Fluidmenge
nicht ändert. Weiterhin ist hierbei vorteilhaft, dass sich die Intensitäten der beiden Magnetfelder
unabhängig von einander wählen lassen und somit systematische Studien erlauben.
(a) R1CT1 (b) R1CT4 (c) R1CT16 (d) R1CT32
Abbildung 4.37: Mittlere azimutale Geschwindigkeit in Abhängigkeit vom Kraftparameter F. Für
alle Grafiken wurde die gleiche Skalierung gewählt, so dass die Ansammlung der Verwirbelung
sichtbar wird.
Die höheren Kraftverhältnisse versprechen insgesamt bessere Mischungseigenschaften: Der ho-
he Turbulenzgrad in Kombination mit der stabilen, dreidimensionalen und achsensymmetrischen
Grundströmung deuten z. B. auf eine gezielte Kontrolle von gleichgerichteten Erstarrungsprozes-
sen bei der Einkristallzüchtung durch maßgeschneiderte Kombinationen von RMF und TMF hin.
Jedoch ist zur Generierung dieser Strömungen wesentlich mehr Energie notwendig als bei ver-
gleichbaren, TMF-getriebenen Strömungen.
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4.5 Interaktion des rotierenden und wandernden Magnetfelds
bei gleichen Frequenzen
Der hier untersuchte Fall R1T1 ähnelt der Konfiguration R1CT1, da die RMF- und TMF-
Kraftparameter dieselben sind (TaDF D 106). Jedoch entsteht aufgrund der Verwendung identi-
scher Magnetfeldfrequenzen in beiden Feldern eine zusätzliche Kraft EfI (vgl. Gleichung (2.27),
Abschnitt 2.2.3), deren Komponenten in allen Raumrichtungen ungleich Null sind und lokal we-
sentlich größere Amplituden erreichen, als die Lorentzkräfte der Einzelfelder.
Eine in Abbildung 4.38a dargestellte Momentaufnahme zeigt, dass bei dieser Magnetfeld-
kombination eine vollständig turbulente Drallströmung um eine schräg gestellte Rotationsachse
entsteht. Die zugehörige Wirbelverteilung ist im Vergleich zu den anderen Magnetfeldern sehr
chaotisch (Abb. 4.38b). Taylor-Görtler-Wirbel erscheinen nur noch sporadisch. Auffällig sind die
(a) u? (b) Instantane Wirbel
(c) U? (d) Mittlere Strömung
Abbildung 4.38: Konfiguration R1T1: (a) Instantane Geschwindigkeit u? in der Ebene
'D0ı / 180ı. (b) Instantane Wirbelverteilung für 2D 2  108. (c) Mittlere Geschwindigkeit
U? in der Ebene 'D 0ı / 180ı. Die Färbung entspricht U? und deren Konturlevels variieren zwi-
schen  3200 (blau) und 3200 (rot) mit einer Schrittweite von 200. Die schwarze Linie markiert
die Nulllinie (U?D0). Die Vektoren stellen die tangentialen Geschwindigkeitskomponenten dar.
(d) Wirbelstruktur und ausgewählte Stromlinien der mittleren Strömung.
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beiden Turbulenzballen links oben und rechts unten im Zylinder, die ihre Position im zeitlichen
Verlauf beibehalten.
Den beiden Momentaufnahmen sind in den Abbildungen 4.38c und 4.38d die entsprechenden
Illustrationen der mittleren Strömung gegenübergestellt. Diese wird von einem verdrehten Wirbel
bestimmt, der sich diagonal vom Boden bis zum Deckel erstreckt. Infolgedessen entstehen dort,
wo der Wirbel auf die horizontalen Wände trifft, entgegengesetzt rotierende Zonen. Der Schnitt
durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld bei 'D0ı / 180ı in Abbildung 4.38c offenbart, dass die
Verteilung des azimutalen Moments noch sehr ähnlich im Vergleich zur RMF-getriebenen Strö-
mung ist. Die meridionale Strömung hingegen bildet nun eine einzelne Zelle aus, die das gesamte
Gebiet ausfüllt. Diese deformierte Drallströmung produziert eine beachtliche Menge an turbulenter
kinetischer Energie E 0. Sie ist in etwa doppelt so hoch wie die Summe der für die Einzelfelder
ermittelten Werte (Tab. 4.7). Ein Blick auf die in Abbildung 4.39 dargestellte Verteilung der turbu-
lenten kinetischen Energie zeigt, dass diese ihr Maximum in den Wirbelballungsgebieten erreicht
und dieses 10- bzw. 15-mal größer ist für die Fälle R1 oder T1.
Konfig. Umin Umax Vmin Vmax Wmin Wmax Kmax=104 NE=104 E 0=104
R1 -401 396 -1249 322 0 3073 15;29 294;23 4;44
T1 -761 727 -224 553 (-2) (3) 11;08 6;18 5;74
R1T1 -2605 2673 -3349 3339 -3339 4363 161;61 338;28 18;11
Tabelle 4.7: Übersicht: Œ:min und Œ:max stellen die Minima und Maxima der mittleren Geschwin-
digkeitskomponenten undKmax die maximale turbulente kinetische Energie dar. NE kennzeichnet
den mittleren und E 0 den turbulenten Anteil der kinetischen Energie.
Abbildung 4.39: Turbulente kinetische Energie K in der Ebene 'D0ı / 180ı.
Neben einer erheblichen Erhöhung der Turbulenz steigen auch die axialen und radialen Ge-
schwindigkeiten um ein Vielfaches an und erreichen dabei eine vergleichbare Größenordnung wie
die azimutale Geschwindigkeitskomponente (vgl. Tab. 4.7). In der Abbildung 4.40a sind nahe der
Zylinderwand bei rD0;9 axiale Profile von U an vier unterschiedlichen Winkelpositionen im Ver-
gleich zu den Einzelfeldern aufgetragen. Die Einzel- und Doppeltorus-Struktur vom TMF und RMF
sind auch in dieser Darstellung gut zu identifizieren. Bei der Überlagerung mit gleichen Feldfre-
quenzen dominiert die Wechselwirkungskraft EfI die Strömung, die dazu führt, dass die axiale Ge-
schwindigkeit in der einen Hälfte des Zylinders aufwärts und in der anderen entsprechend abwärts
gerichtet ist. Die jeweiligen Extremwerte werden für 'D90ı und 270ı (bzw. 1=2   und 3=2  )
erzielt, wenn sin.'   kTz  !t/D1 gilt. Damit treten sie um 90ı versetzt zur maximalen turbu-
lenten kinetischen Energie auf (vgl. Abb. 4.39). Die hier beobachteten Strömungsmuster stimmen
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gut mit den von Cramer et al. (2007) publizierten Daten aus UDV-Messungen überein, die eine
RMF-TMF-Kombination mit TaD2  106 und FD106 untersuchten. Die Abbildung 4.40b präsen-
tiert einen Vergleich zwischen der berechneten und gemessenen axialen Geschwindigkeit entlang
eines Kreises in der mittleren Ebene zD0. Obwohl im Experiment die RMF-Kraft doppelt so
hoch ist, weisen die Profile bemerkenswerte Gemeinsamkeiten auf. Sie geben nicht nur den har-
monischen Charakter der Wechselwirkungskraft wieder, sondern zeigen darüber hinaus die gleiche
systematische Abweichung von der eingepassten Sinuskurve.
(a) Axiale Profile von U (b) Azimutale Profile von U
Abbildung 4.40: (a) Mittlere, axiale Geschwindigkeit für rD0;9 an vier verschiedenen '-Posi-
tionen im Vergleich zum reinen RMF (R1) und TMF (T1). (b) Azimutale Abhängigkeit der axia-
len Geschwindigkeit in der mittleren Schnittebene zD0 an der radialen Position rD0;867. Die
Symbole kennzeichnen die experimentellen Daten von Cramer et al. (2007) und die gepunktete
Linie repräsentiert eine über die Daten gelegte Sinuskurve.
Die resultierende Strömung bei Überlagerung des rotierenden und wandernden Magnetfelds mit
gleichen Frequenzen ist hinsichtlich der Maximalgeschwindigkeiten mit dem RMF vergleichbar
und weist eine ähnlich hohe Turbulenzintensität auf wie eine vom TMF induzierte Strömung. Die
dreidimensionale Strömungstopologie in Kombination mit einem solch hohen Turbulenzgrad ver-
spricht gute Mischungseigenschaften. Nachteilig ist jedoch die stark asymmetrische Struktur der
mittleren Strömung, welche möglicherweise unerwünschte Nebeneffekte in komplexen Anwen-
dungen wie den Erstarrungsprozessen hervorruft. Abhilfe verspricht die Verwendung einer nieder-
frequenten Schwebung, d. h. !R und !T sind nur leicht verschieden. Dieser Idee wurde im Rahmen
dieser Arbeit nicht weiter nachgegangen, wird jedoch Gegenstand zukünftiger Studien sein.
4.6 Mischungseffizienz der Einzel- und Kombinationsfelder
im Vergleich
Im bisherigen Verlauf dieser Arbeit wurden vier verschiedene Magnetfeldkonfigurationen und die
resultierenden Strömungscharakteristiken vorgestellt. Jeweils am Ende der einzelnen Abschnitte
wurde eine kurze Einschätzung der zu erwartenden Mischungseffizienz gegeben. Zusammenfas-
send ergab sich folgendes Bild: Das rotierende Magnetfeld erzeugt eine azimutale Drallströmung,
die in geschlossenen Geometrien von einer Sekundärströmung in Form von zwei meridionalen Tori
begleitet wird. Die Mischungseffizienz des überkritischen RMF scheint begrenzt zu sein, da sich
die turbulenten Strukturen im untersuchten Parameterbereich an der Wand konzentrieren und quasi
zweidimensional sind. Im Gegensatz dazu ist die von einem überkritischen, wandernden Mag-
netfeld induzierte Strömung durch einen einzelnen, meridional ausgerichteten Torus charakteri-
siert und die Wirbel sind über das gesamte Volumen verteilt. Daher verspricht die Verwendung
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des TMF bessere Mischungsergebnisse. Werden die beiden Magnetfelder überlagert, hängen die
Strömungscharakteristiken entscheidend von der Differenz der beiden Feldfrequenzen ab. Bei ver-
gleichbaren Kraftparametern und hinreichend verschiedenen Frequenzen ergibt sich ein der reinen
RMF-getriebenen Strömung sehr ähnliches Bild. Aus diesem Grund wird diese Konfiguration im
Folgenden nicht mit betrachtet. Bei identischen Magnetfeldfrequenzen hingegen stellt sich eine
dreidimensionale Grundströmung mit einem vergleichbaren Turbulenzgrad wie beim TMF ein, die
ebenfalls sehr gut zum Mischen geeignet scheint.
Aufgrund der großen Unterschiede der mittleren Strömung und der Turbulenzverteilung bei An-
wendung der verschiedenen Magnetfelder kann eine objektive Bewertung der Mischungseigen-
schaften jedoch nicht nur auf den Geschwindigkeitsdaten basieren. Hilfreich ist dafür eine zusätz-
liche Studie zu den skalaren Transporteigenschaften der einzelnen Strömungen. Hierfür wurde ei-
ne von Blackburn (2001, 2002) verwendete Implementierung eines passiven Skalars adaptiert. Als
Ausgangspunkt für einen Mischungsvorgang dient in dieser Studie jeweils ein typischer Geschwin-
digkeitsdatensatz im eingeschwungenen Zustand. Insbesondere ist die Turblulenz bei Verwendung
überkritischer Kraftparameter vollständig ausgebildet. Im Fall des wandernden Magnetfelds, bei
dem die induzierte Strömung im überkritischen Bereich zwischen zwei Regimen oszilliert, wurde
entsprechend aus jedem Regime ein Datensatz ausgewählt. Für die Initalisierung des Skalarfelds
stehen zwei konträre Verteilungen zur Verfügung:
 Konfiguration C1: cD1 in der oberen Hälfte und cD0 in der unteren Hälfte des Zylinders
und
 Konfiguration C2: cD1 in der „linken“ Hälfte (d. h. ' 2 .0; /) und cD0 in der „rechten“
Hälfte ('2.; 2/).
Beide Verteilungen sind in Abbildung 4.41 dargestellt. Um Diskontinuitäten vor allem zu Beginn
der Simulationen zu vermeiden, ist die Phasengrenze jeweils mittels einer hyperbolischen Tangens-
funktion geglättet. Des Weiteren werden für den Skalar c homogene Neumann-Randbedingungen
angenommen, die beispielsweise für einen Massetransport typisch sind.
Für die Bestimmung der Durchmischung wird die sogenannte „Intensität der Segregation“ IS
gemäß Danckwerts (1952) verwendet. Dieses Maß basiert auf der Varianz Var.c/ und ist gegeben
durch
IS.t/ D Var.c.t//Varmax : (4.9)
Die Varianz der Ausgangsverteilung dient dabei zur Normalisierung des Maßes, d. h. Varmax D
Var.c.t D 0//. Folglich variiert IS zwischen 0 und 1. Die Varianz Var.c/ und somit auch IS kann
(a) C1 (b) C2
Abbildung 4.41:Ausgangsverteilungen C1 und C2 des Skalars. Blau bedeutet cD1 und grau cD0.
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sowohl für das gesamte Volumen als auch für jeden beliebigen Ausschnitt, wie z. B. eine meri-
dionale Halbebene, berechnet werden. Die Vor- und Nachteile dieses Maßes gegenüber anderen
Maßen wie dem Gradienten- oder den Mehrskalenmaßen wurden im Detail in Grünberg (2009)
und Koal et al. (2009) diskutiert. So eignet sich die Intensität der Segregation IS vorrangig für
diffusionsdominierte Mischungsvorgänge, d. h. Sc1.
Die Abbildung 4.42 zeigt die auf das Gesamtvolumen des Zylinders bezogene, zeitliche Ent-
wicklung von IS bei Verwendung überkritischer Magnetfeldkonfigurationen mit TaDFD106. Die
verwendete Schmidtzahl lautet ScD1, so dass der Skalar die gleiche Diffusivität wie die Geschwin-
digkeit besitzt. Bei der Anfangsverteilung C1 bieten das wandernde Magnetfeld T1 und die Kom-
bination von RMF und TMF mit gleichen Frequenzen (R1T1) wesentlich bessere Mischungsei-
genschaften als das rotierende Magnetfeld R1. Zur Illustration sind in Abbildung 4.43 für diese
Konfigurationen Momentaufnahmen des Skalars c zum Zeitpunkt tD0;004 dargestellt. Aufgrund
der horizontalen Anfangsverteilung liegt im Fall von R1 die Phasengrenze genau zwischen den
beiden Tori der RMF-Sekundärströmung und auch die primäre Drallströmung hat kaum Einfluss
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Abbildung 4.42: Zeitliche Entwicklung von IS für einen Skalar bei einer Schmidtzahl von ScD1
für die überkritischen Magnetfeldkonfigurationen R1, T1 und R1T1. Im Fall von T1 ist der
Verlauf von IS für beide in Abschnitt 4.3.1 beobachteten Regime dargestellt: Regime 1 bezeich-
net dabei jenes mit dem höheren Energieniveau und Regime 2 die Bereiche, in denen aufgrund
des Zerfalls des wandnahen Strahls ein langgestreckter Wirbel auftritt.
(a) R1 (b) T1 (c) R1T1
Abbildung 4.43: Verteilung des Skalars nach tD0;004 für R1, T1 – Regime 1 und R1T1 bei
Verwendung der Ausgangskonfiguration C1 und der Schmidtzahl ScD1.
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auf den skalaren Transport. Die Durchmischung basiert vorangig auf der Diffusion und den entlang
der Zylinderwände auftretenden Taylor-Görtler-Wirbeln (Abb. 4.43a). Im Gegensatz dazu treiben
in den anderen Fällen die sich über die gesamte Höhe des Zylinders erstreckenden Grundströmun-
gen die Durchmischung maßgeblich voran. Entscheidende Unterschiede zwischen T1 und R1T1
werden erst im späteren Verlauf von IS für t >0;005 ersichtlich. So bildet sich bei der Überlage-
rung beider Magnetfelder aufgrund der gekippten Drallströmung sowohl im unteren als auch im
oberen Bereich des Zylinders Bereiche aus, die weitestgehend unberührt von der Grundströmung
sind. Innerhalb dieser Bereiche geht die Durchmischung sehr schnell von statten, jedoch ist der
Austausch von unten nach oben nicht gegeben (Abb. 4.43c). Ähnlich wie bei R1T1 entstehen
auch im Fall von T1 solche relativ abgetrennte Bereiche, wenn die aufwärtsgerichtete Axialströ-
mung nahe der Wand für einen längeren Zeitraum unterbrochen wird (in der Abb. 4.42 als Regime 2
bezeichnet). Einzig für den Fall, dass die TMF-getriebene Strömung sich im Regime 1 befindet, in
dem der wandnahe Geschwindigkeitsstrahl kontinuierlich an allen Winkelpositionen bis in die obe-
re Hälfte des Zylinders ragt, ist das Volumen zum Zeitpunkt tD0;01 näherungsweise vollständig
durchmischt.
Wird für die Initialisierung des Skalars die Verteilung C2 gewählt, so ändert sich der Verlauf
der IS-Kurven erheblich. In diesem Fall erzielt die Konfiguration R1T1 das beste Ergebnis. Am
schlechtesten schneidet T1 – Regime 1 ab, da die vertikale Phasengrenze der Anfangsverteilung
C2 parallel zur axialen Hauptgeschwindigkeitskomponente steht. Die Überschwinger (IS>1) in
der Startphase, die vor allem in Abbildung 4.42b sichtbar werden, sind auf die Ausbildung von
sehr großen Gradienten zurückzuführen, die durch die verwendeten Gitter nicht adäquat abgebildet
werden. Nach kurzer Zeit jedoch werden diese aufgrund der Diffusion wieder geglättet.
Um den Einfluss der Turbulenz auf die Mischungseffizienz näher charakterisieren zu können,
zeigen die Grafiken in Abbildung 4.44 den Verlauf des Maßes IS für die leicht unterkritischen als
auch für die achtfach überkritischen RMF- und TMF-Strömungen. Für einen direkten Vergleich ist
in diesen Darstellungen die Zeit mit dem Maximum der jeweiligen Primärkomponente des mittle-
ren Geschwindigkeitsfelds multipliziert. Im Fall von C1 liegen die Kurven der laminaren und der
schwach turbulenten Strömung für das rotierende Magnetfeld fast übereinander. Die quasi zweidi-
mensionale Turbulenz trägt folglich nicht zur Verbesserung der Durchmischung bei. Die schnelle
Grundströmung beschleunigt diesen Prozess nur um den gleichen Faktor, mit dem die azimutale
Geschwindigkeit ansteigt (Abb. 4.44a). Wird für die Initialisierung des Skalars die Verteilung C2
verwendet, liegt in dieser Darstellungsweise der Verlauf von IS für die überkritische Taylorzahl so-
gar unter der Kurve für die laminare Strömung (Abb. 4.44b). Dies lässt sich dadurch erklären, dass
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Abbildung 4.44: Zeitliche Entwicklung von IS für unter- und überkritische RMF- und TMF-
Konfigurationen und ScD1. Die Zeit ist mit der mittleren azimutalen bzw. axialen Maximal-
geschwindigkeit skaliert (vgl. Tab. 4.4 und Tab. 4.5).
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die Diffusion bei kleineren Geschwindigkeiten stärker ins Gewicht fällt. Im Gegensatz dazu liefern
die turbulenten Strukturen in der TMF-getriebenen Strömung unabhängig von der Ausgangsvertei-
lung des Skalars eine zusätzliche Beschleunigung des Mischungsvorgangs.
Die hier präsentierten Ergebnisse zur Mischungseffizienz zeigen trotz einer massiven Einschrän-
kung des Parameterraums (drei Magnetfeldkonfigurationen, zwei Kraftparameter, zwei skalare
Ausgangsverteilungen) bereits ein komplexes Zusammenspiel verschiedenster Faktoren. So hängt
die Wahl des Magnetfelds für eine optimale Durchmischung entscheidend von der Ausgangskon-
figuration des Skalars ab. Zusätzlich zu den Strömungsstrukturen beeinflusst auch der skalare Dif-
fusionskoeffizient ˛ erheblich die Mischungseffizienz. So kann dieser Koeffizent in Flüssigmetal-
len um zwei Größenordnungen größer (Massetransport) bzw. kleiner (Temperaturtransport) als die
kinematische Viskosität  sein (vgl. Abschnitt 2.3). Daher spielen nicht nur die Intensität, son-
dern auch die Skalen der Segregation eine wichtige Rolle während eines Mischungsprozesses. In
den Abbildungen 4.45a & b sind zur Veranschaulichung, analog zu den Abbildungen 4.43a & b für
ScD1, die Schnitte durch das Skalarfeld für die Schmidtzahl ScD10 präsentiert. In beiden Fällen
sind die gleichen Strukturen identifizierbar, jedoch treten bei der höheren Schmidtzahl die Pha-
sengrenzen deutlicher hervor, da die skalare Diffusivität ˛ 1=Sc geringer ist. Folglich existieren
auch mehr kleine, unvermischte Bereiche. Anders ausgedrückt bedeutet dies, dass die auftretenden
Strukturen einen größeren Skalenbereich abdecken. Simulationen mit noch höheren Schmidtzah-
len 100, wie es für Massetransportuntersuchungen notwendig wären, wurden bisher aus folgen-
dem Grund nicht durchgeführt: Die kleinsten Strukturen im Skalarfeld c sind durch die Batchelor-
länge B charakterisiert, die in etwa mit
B  1p
Sc
K (4.10)
skaliert (Dimotakis, 2005), wobei die Kolmogorovlänge K den kleinsten Skalen im Geschwindig-
keitsfeld entspricht. Daher ist für Schmidtzahlen Sc>1 die für die Geschwindigkeitsberechnungen
benötigte Gitterweite um den Faktor
p
Sc zu reduzieren. Da in der aktuellen Implementierung das
gleiche Gitter für die Berechnung der Geschwindigkeiten und der skalaren Verteilung verwendet
wird, würde eine DNS mit einer Schmidtzahl  1 derzeit eine deutliche Überauflösung der Ge-
schwindigkeit und damit einen enormen Mehraufwand bzgl. der Rechenzeit bedeuten.
(a) R1 (b) T1
Abbildung 4.45: Verteilung des Skalars nach tD0;004 für R1 und T1 – Regime 1 bei Verwendung
der Ausgangskonfiguration C1 und der Schmidtzahl ScD10.
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5 Zusammenfassung und Ausblick
Ziel der vorliegenden Arbeit war es, Rühr- und Mischungsvorgänge in Flüssigmetallströmungen
zu untersuchen, die mittels rotierender und wandernder Magnetfelder induziert wurden. Im Mittel-
punkt stand dabei die Charakterisierung und Bewertung dreidimensionaler Strömungseigenschaf-
ten innerhalb zylindrischer Geometrien bei der Verwendung überkritischer Magnetfelder. Dazu
war es in einem ersten Schritt notwendig, die wirkenden Lorentzkräfte für die einzelnen Magnet-
feldkonfigurationen zu bestimmen. Aufbauend auf den Erkenntnissen zum reinen RMF und TMF
aus der Literatur wurde ein analytischer Ausdruck zur Beschreibung der Kraft für den Fall herge-
leitet, wenn beide Magnetfelder überlagert werden. Die Gestalt dieser Kraft hing dabei entschei-
dend von der Differenz der Magnetfeldfrequenzen von RMF und TMF ab: Waren die Frequenzen
hinreichend verschieden, oszillierte die Wechselwirkungskraft, die durch das Zusammenspiel der
beiden Einzelfelder entstand, so schnell, dass sie vernachlässigt werden konnte. Die Gesamtkraft
setzte sich in diesem Fall nur aus den von RMF und TMF induzierten Einzelkräften zusammen.
Waren die Frequenzen hingegen identisch, entstand eine stationäre dreidimensionale Wechselwir-
kungskraft, die lokal um das Zweifache größer war als die Beträge der Einzelfelder. Des Weiteren
wurden für das wandernde Magnetfeld die Auswirkungen auf die Lorentzkraft diskutiert, wenn der
Zylinder nicht exakt im Magnetfeld ausgerichtet ist. Im Speziellen wurde untersucht, inwieweit
sich eine Verschiebung aus der koaxialen Position auswirkte, d. h. die Magnetfeldachse und die des
Zylinders waren nicht mehr identisch. Die dafür notwendigen Modifikationen erlaubten weiterhin
eine analytische Bestimmung der Lorentzkraft.
Da die zu untersuchenden turbulenten Strömungen im Vorfeld weitestgehend unbekannt wa-
ren, diente die Direkte Numerische Simulation als Hauptwerkzeug. Dadurch konnten die turbu-
lenten Strömungsstrukturen vollständig bestimmt werden. Für die Berechnung wurde eine auf ro-
tationssymmetrische Geometrien angepasste Spektralelemente / Fourier-Spektralmethode verwen-
det, die durch den Übergang auf das Zylinderkoordinatensystem den Einsatz einer schnellen Fou-
riertransformation in die Umfangsrichtung zuließ und dadurch die numerische Komplexität und
folglich den Rechenaufwand reduzierte. Trotzdem dauerten die Simulationen für die in dieser Ar-
beit untersuchten, noch sehr moderaten Kraftparameter im Schnitt jeweils sechs Monate. Aus die-
sem Grund war ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit die Bereitstellung eines robusten Verfah-
rens für die Durchführung von Large Eddy Simulationen. Die ursprünglich als Stabilisierungs-
methode eingeführte Technik der spektral verschwindenden Viskosität wurde in die Spektral-
elemente / Fourier-Spektralmethode integriert und anhand der in Zylinderkoordinaten betrachte-
ten, laminaren Kovasznay- und der vierfach überkritischen Rohrströmung validiert. Mithilfe dieser
Testfälle konnte gezeigt werden, dass bei dem in der Literatur gebräuchlichen SVV-Ansatz ein Ver-
lust an azimutaler SVV-Stabilisierung in der Nähe der Achse auftrat. Infolge der fehlenden Stabili-
sierung konnten sich numerische Instabilitäten in diesem Bereich ausbilden. Wurde die räumlichen
Auflösung im Zentrum in radialer Richtung entsprechend modifiziert, erwies sich die SVV-Technik
als zuverlässiges Werkzeug. Anhand der im Rahmen dieser Arbeit gewonnenen DNS-Daten zum
achtfach überkritischen, wandernden Magnetfeld ließen sich die für die Kontrolle der spektral ver-
schwindenden Viskosität benötigten Parameter so anpassen, dass die Studien zur Verschiebung
des Zylinders innerhalb des Magnetfelds mithilfe der SVV-LES durchgeführt werden konnten. Die
Anwendung dieses Verfahrens führte im Vergleich zur DNS zu einer Reduktion der Rechenzeit um
etwa 99;7 Prozent.
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In den sich anschließenden numerischen Untersuchungen wurden ausgewählte transitionelle und
turbulente Strömungskonfigurationen näher beleuchtet. In der ersten Studie konnte gezeigt werden,
dass der Transitionsprozess bei Verwendung des rotierenden Magnetfelds durch ein Zusammen-
spiel von linearen und nichtlinearen Instabilitäten geprägt ist. So ließ sich u. a. bei einer 1;01-fach
überkritischen Taylorzahl ein intermittierendes Verhalten numerisch nachweisen, das durch eine
unregelmäßige Abfolge von Turbulenzausbrüchen und Relaminarisierungsphasen gekennzeichnet
war, wie es zuvor bereits in Experimenten beobachtet worden war (Grants & Gerbeth, 2003). Wäh-
rend in den linear instabilen Phasen einzelne Wirbel nahe des Zylinderbodens bzw. -deckels auftra-
ten, dominierten im nichtlinear instabilen und damit instationären Regime entgegengesetzt rotieren-
de Taylor-Görtler-Wirbel. Bei höheren Lorentzkräften löste jede beliebige Störung die Transition
in ein anhaltendes, instationäres Regime aus. Die Taylor-Görtler-Wirbel wurden mit zunehmen-
der Taylorzahl feingliedriger und entstanden erwartungsgemäß häufiger, konzentrierten sich aber
weiterhin in Wandnähe und beeinflussten kaum die Hauptströmung. Bei Verwendung der achtfach
überkritischen Taylorzahl verursachten die turbulenten Strukturen gerade einmal 1;5 Prozent der
kinetischen Energie.
Im Gegensatz dazu waren die in der folgenden Studie untersuchten TMF-getriebenen Strömun-
gen hochgradig instabil. So betrug der Anteil der turbulenten kinetischen Energie für einen acht-
fach überkritischen Kraftparameter etwa 50 Prozent der Gesamtenergie. Des Weiteren konnten
zeitlich sehr langlebige Regimeumstellungen nachgewiesen werden, bei denen die axialsymmetri-
sche Grundströmung für mehrere Minuten aufbrach und an einer beliebigen Stelle im Zylinder ein
lokal begrenztes Zirkulationsgebiet entstand, dass sich durch einen in azimutaler Richtung lang-
gestreckten Wirbel auszeichnete. Erst bei vergleichsweise hohen Kraftparametern verschwanden
diese transitionsbedingten großskaligen Oszillationen. Aufgrund dieser Charakteristiken war die
Strömung im transitionellen bzw. schwach-turbulenten Bereich auch sehr anfällig auf geringste
Modifikationen im Versuchsaufbau. In Kooperation mit Projektpartnern vom Helmholtz-Zentrum
Dresden-Rossendorf konnte in einer numerisch-experimentellen Studie nachgewiesen werden, dass
minimale Verschiebungen des Zylinders innerhalb des Magnetfelds zu einem Geschwindigkeitsein-
bruch von bis zu 30 Prozent führten.
Der letzte Schwerpunkt in den numerischen Untersuchungen widmete sich der Charakterisierung
der Strömungseigenschaften bei Überlagerung von RMF und TMF. Die Frage, die sich zu Beginn
der Studie stellte, lautete, ob sich durch eine Kombination beider Felder die Vorteile beider Ein-
zelfelder (RMF: stabile Grundströmung in allen drei Raumrichtungen, TMF: gleichmäßig verteilte
Wirbel über das gesamte Zylindervolumen) verbinden ließe. Im Fall von hinreichend verschiedenen
Frequenzen und vergleichbar starken Magnetfeldern prägte das RMF die Strömung überproportio-
nal stark. Erst bei einer extremen Steigerung des TMF wurde dessen Einfluss sichtbar, führte aber
nicht nur zu einer Steigerung der meridionalen Geschwindigkeiten, sondern auch zu einer Verstär-
kung des Dralls in Umfangsrichtung. Waren die Magnetfeldfrequenzen hingegen identisch, stellte
sich eine dreidimensionale, hochturbulente Strömung ein, die kaum Gemeinsamkeiten mit reinen
RMF- bzw. TMF-Strömungen aufwies. Eine nachfolgende Studie zur Mischungseffizienz ergab,
dass letztere Kombination auch keine entscheidenden Vorteile gegenüber den Einzelfeldern mit
sich brachte. Möglicherweise könnten bessere Ergebnisse durch eine Überlagerung mit leicht ver-
schiedenen Frequenzen erzielt werden, so dass die Wechselwirkungskraft mit der Differenz beider
Feldfrequenzen um die Zylinderachse rotiert. Diese Konfiguration wird Gegenstand zukünftiger
Studien sein.
Obwohl die verfügbaren Rechenkapazitäten in den letzten Jahrzehnten exponentiell über die Zeit
anstiegen und auch in den nächsten Jahren eine Beschleunigung der Berechnungen, beispielsweise
durch hybride Parallelisierungstechniken oder die zusätzliche Nutzung von Grafikprozessoren, zu
erwarten ist, bedürfen weiterführende Studien eine kontinuierliche Weiterentwicklung der in dieser
Arbeit vorgestellten numerischen Verfahren. Für die hier präsentierten Untersuchungen zu relativ
moderaten Kraftparametern bis zu einer Größenordnung von 107 wurden ca. neun Millionen CPU-
Stunden verbraucht. Eine Erhöhung der Parameter um weitere ein bis zwei Größenordnungen, die
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für eine weiterführende Systematisierung der Strömungen und auch die Ableitung von Gesetzmä-
ßigkeiten notwendig wären, lässt sich folglich nur mithilfe der Large Eddy Simulation realisieren.
Dafür bedarf es ergänzender Studien zur generischen Wahl der SVV-Parameter. So ist beispiels-
weise bei Simulationen von Masse- bzw. Wärmetransportphänomenen zu klären, inwieweit die
anhand der Geschwindigkeitsfelder gewonnenen Erkenntnisse zur Durchführung von LES auf ska-
lare Transportvorgänge übertragen werden können. Ein in dieser Arbeit bisher unberücksichtigter
Punkt stellt der Umgang mit variablen Stoffwerten dar, deren Umsetzung eine weitere Erhöhung
der numerischen Komplexität bedeutet. So konnten Nikrityuk et al. (2009) zeigen, dass eine um den
Faktor zwei verschiedene Schmidtzahl in zwei zu vermischenden Fluiden den Mischungsprozess
maßgeblich beeinflusst.
Abschließend ist festzustellen, dass auf dem Gebiet der Flüssigmetall-MHD vor allem im Be-
reich der turbulenten Strömungen die Forschung noch weitestgehend am Anfang steht. Eine geziel-
te Erweiterung der Wissensbasis zu Strömungs- und Transporteigenschaften soll in Zukunft eine
bedarfsgerechte Optimierung industrieller Prozesse in Metallurgie und Kristallzüchtung ermögli-
chen. Ich möchte die vorliegende Arbeit daher mit Worten von Doru Michael Stefanescu (2009)
schließen:
„Casting of metals has evolved first as witchcraft, to gradually become an art,
then a technology, and only recently a science. Many of the processes used in
metal casting are still empirical in nature, but many others are deep-rooted in
mathematics.“
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Symbolverzeichnis
Lateinische Symbole
an; cn Koeffizienten zur Berechnung der Lorentzkräfte
EA Vektorpotenzial des Magnetfelds
A Akkumulationsoperator
B magnetische Flussdichte
EB Magnetfeld
c passiver Skalar
d Differenzial
D Durchmesser
D Differentiationsmatrix
e, exp Exponentialfunktion
Ee Einheitsvektor
E räumlich gemittelte kinetische Energie
NE,E 0 mittlerer und turbulenter Anteil von E
Ek räumlich gemittelte kinetische Energie von Mode k
Ef ; fz;r;' Lorentzkraft, Komponenten der Lorentzkraft
F TMF-Kraftparameter
g Formfunktion
h Randbedingung am Neumannrand
H Höhe
i imaginäre Einheit
Ik modifizierte Besselfunktion 1. Art, k-ter Ordnung
IS Intensität der Segregation
Ej ; jz;r;' Stromdichte, Komponenten der Stromdichte
Ojz;r;' dimensionslose Amplituden der Stromdichte
J Ordnung des Zeitintegrationsverfahrens
J e Jacobi-Determinante
Jk Besselfunktion 1. Art, k-ter Ordnung
k Wellenzahl
K turbulente kinetische Energie
li i -tes Legendre-Polynom
L Referenzlänge bei der Rohrströmung
L Laplacematrix
M SVV-Aktivierungsmode
M Massematrix
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N Anzahl von Fouriermoden
N:: Anzahl von ..
N.:/ nichtlinearer Term
p Druck
P Polynomgrad
Pr Prandtlzahl
q rechte Seite der Helmholtzgleichung
Q SVV-Kernfunktion
r radiale Koordinatenrichtung
r0 Achsenversatz beim TMF
R Radius
qR Raum reeller Zahlen
Re Reynoldszahl
S Abschirmparameter
Sc Schmidtzahl
t Zeit
T Temperatur
Ta magnetische Taylorzahl
u axiale Geschwindigkeit, i. A. skalare Geschwindigkeit
Eu dreidimensionales Geschwindigkeitsfeld
u Wandschubspannungsgeschwindigkeit
u0 axiale RMS-Fluktuation
U mittlere, axiale Geschwindigkeit
v radiale Geschwindigkeit
v0 radiale RMS-Fluktuation
V mittlere, radiale Geschwindigkeit
V Vandermonde’sche Matrix
Var Varianz
w azimutale Geschwindigkeit
w0 azimutale RMS-Fluktuation
W mittlere, azimutale Geschwindigkeit
z axiale Koordinatenrichtung
Griechische Symbole
˛ skalare Diffusivität
˛i ; ˇi ; i Koeffizienten des Zeitintegrationsverfahrens
  Rand
ıij Kroneckersymbol
 Differenz, Verschiebung in der Kovasznayströmung
" SVV-Amplitude
 2. Koordinatenrichtung im Standardelement
 Rotation in der Kovasznayströmung
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 Konstante in der Kovasznayströmung
 Wellenzahl
2 Schwellenwert für das 2-Kriterium gemäß Jeong & Hussain (1995)
B Batchelorlänge
n n-te Nullstelle von J 01
k Helmholtzkonstante
K Kolmogorovlänge
 kinematische Viskosität
m magnetische Diffusivität
 1. Koordinatenrichtung im Standardelement
i i -ter GLL-Punkt
 Kreiszahl
i i -tes GLL-Lagrange-Polynom
 Dichte
 elektrische Leitfähigkeit
' azimutale Koordinatenrichtung
 skalare Größe
E Vektorgröße
˚ elektrisches Potenzial
 Ansatzfunktion
 Stromlinienfunktion
! Winkelgeschwindigkeit des Magnetfelds
˝ Gebiet
Indizes
.:/.1/;.2/;.3/ Modifikation 1, 2 oder 3
.:/c kritischer Wert
.:/D Dirichletrand
.:/e auf ein Element bezogen
.:/el auf alle Elemente bezogen
.:/ges gesamt
.:/i;j;k Laufvariablen
.:/i im Inneren
.:/I Interaktion des rotierenden und wandernden Magnetfelds
.:/m;n Laufvariablen
.:/m magnetisch
.:/max Maximum
.:/min Minimum
.:/n zum Zeitpunkt tn
.:/n in Normalenrichtung
.:/N Neumannrand
.:/p;q Laufvariablen
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.:/P bezogen auf den Polynomgrad
.:/r radial
.:/R rotierendes Magnetfeld
.:/T transponiert
.:/T wanderndes Magnetfeld
.:/x Raumrichtung bei eindimensionalen Betrachtungen
.:/z axial
.:/zr in meridionaler Richtung
.:/ bezogen auf die 2. Koordinatenrichtung im Standardelement
.:/ bezogen auf die 1. Koordinatenrichtung im Standardelement
.:/' azimutal
.:/0 räumliche Ableitung einer skalaren Funktion
.:/C in viskoser Einheit
.:/ konjugiert-komplex
.:/ dimensionslos
.:/?;?? Zwischenwert
.:/? senkrecht auf den Betrachter zukommend
Weitere Symbole
r Nablaoperator
@ partielle Ableitung
h:i zeitlicher Mittelwert
P.:/ zeitliche Ableitung einer skalaren Funktion
O.:/k Fourier-transformiert
Q.:/k Fourier-transformiert & diagonalisiert
Abkürzungen
Abb. Abbildung
AC Wechselstrom (alternating current)
BAF Bergakademie Freiberg
bzgl. bezüglich
bzw. beziehungsweise
ca. circa
DC Gleichstrom (direct current)
d. h. das heißt
DNS Direkte Numerische Simulation
GaInSn Gallium-Indium-Zinn
GLL Gauß-Lobatto-Legendre
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HZDR Helmholtz-Zentrum Dresden-Rossendorf
i. A. im Allgemeinen
LDA Laser-Doppler-Anemometer
LES Large Eddy Simulation
MHD Magnetohydrodymanik
MULTIMAG Versuchsanlage am HZDR (MULTI purpose MAGnetic fields)
PCG präkonditioniertes Verfahren der konjugierten Gradienten
RMF rotierendes Magnetfeld
RMS quadratischer Mittelwert (root mean square)
SFB Sonderforschungsbereich
SVV spetral verschwindende Viskosität
Tab. Tabelle
TMF wanderndes Magnetfeld
TU Technische Universität
u. a. unter anderem
UDV Ultraschall-Doppler-Geschwindigkeit
usw. und so weiter
VGF vertical gradient freeze (Kristallzüchtungsverfahren)
vgl. vergleiche
z. B. zum Beispiel
ZIH Zentrum für Informationsdienste und Hochleistungsrechnen (TU Dresden)
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